Rechnen mit Tonen -
zur Bedeutung des Logarithmus in der Musik

Bei meinen Vorbereitungen zu diesem Aufsatz haben sich verschiedene Blickwinkel —
physikalisch; mathematisch, musiktheoretisch, psychophysikalisch - ergeben, unter
denen man das Thema "Rechnen mit Tonen" angehen konnte. Insofern erlaube ich mir,
einige kurzgehaltene, aber hoffentlich ausreichend ausfihrliche,
Hintergrundinformationen zu diesen Themenbereichen zu geben. Dies erfolgt mit dem
Ziel, zu gut verstandlichen Ausfihrungen Uber die Zusammenhange von Rechnen mit
und Berechnen von Tdénen zu gelangen.

Angeregt durch einen "Rechenschieber fir Orgelpfeifen (System Rensch)" - den ich bei
einer Versteigerung leider nicht ersteigern konnte - und ermuntert durch einen
Sammlerkollegen, habe ich mich mit den Zusammenhangen zwischen dem Rechnen
und den TOnen ndher beschéftigt. Im wesentlichen ist dazu in der Literatur bereits alles
gesagt bzw. geschrieben worden, allerdings sind die Quellen nicht jedermann immer
leicht zuganglich. In den folgenden Ausfliihrungen méchte ich das, was ich durch das
Literaturstudium aufgenommen habe, in geraffter und Gbersichtlicher Weise
wiedergeben. Alle verwendeten Monographien sind im Literaturverzeichnis aufgefiihrt
und liegen mir vor. Selbstverstandlich stellen auch die Ergebnisse von Recherchen im
Internet eine Basis fiir diese kleine Ubersicht dar. Zuerst war die Ergebnisausbeute noch
mager, wurde aber im Verlaufe wachsender Vertrautheit mit der Thematik sehr, sehr
umfangreich (Uber 4500 Stellen), so dass ich schliesslich darauf achten musste, den
Wald vor lauter Bdumen nicht aus den Augen zu verlieren.

Es wird immer wieder davon gesprochen, dass musikalische Menschen auch ein gutes
mathematisches Verstandnis besitzen. Dieser Verknlipfung nachzugehen, ist nicht das
Ziel dieser Ausfiihrungen. Sie sollen lediglich einige vielleicht in Vergessenheit geratene
Zusammenhange wieder beleben oder neu erleben lassen. Selbstverstandlich ware das
Thema nicht so interessant fir mich gewesen, wenn nicht auch der Logarithmus eine
wesentliche Rolle in der Musik spielen wiirde.

In diesem Aufsatz wird folgenden Fragestellungen nachgegangen:

1. Wie baut sich eine Tonleiter auf ? Wie hat man sich deren Aufbau vorzustellen ?
Welchen Beitrag hat Pythagoras vor ca. 2500 Jahren geleistet ?
Wie hat das Monochord Hilfestellung geleistet ?

Wie unterscheiden sich die reine und die temperierte Stimmung ?
Welche Bedeutung hat das pythagoreische Komma ?
Gibt es Rechenaufgaben zur Musik ?
Was ist unter dem Quintenzirkel zu verstehen?
Wie fligen sich die dyadischen Logarithmen in die Musik ein ?
9. Welchen Vorteil bietet die Cent-Betrachtung ?
10. Was sagt das Weber-Fechnersche Gesetz aus ?
11. Wie ergeben sich die Tonlogarithmen ?
12. Warum sind die Tasten eines Keybords
mit einem Rechenschieber vergleichbar ?

13. Warum und wie verjlingen sich bei einer Gitarre die Abstande der Blinde zu den
héheren Ténen hin ?

14. Wie hangen die Normzahlen mit den Schwingungsverhaltnissen der Téne
zusammen ?
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1. Einleitung

Zur Einleitung werden die Leser mit ein paar Begriffen aus der Harmonielehre vertraut
gemacht. Beginnen wir mit dem Beispiel einer C-Dur Tonleiter:

I I1 I11 IV \" VI ViI VIII
i i
R = 1 |
AAI Y { I & [ A “—i I'
e - L4 ——— _r--_____/
12 12

Die rémischen Ziffern deuten auf die Position, die Reihenfolge, der Tone hin. An den
Stellen mit der Klammer unter den Noten, befinden sich die sogenannten
Halbtonspriinge, also zwischen Ton Il und IV sowie zwischen Ton VII und VIII. Die
anderen Tonspriinge sind Ganztonspriinge. Teilt man die Tonleiter in der Mitte in jeweils
4 Tone auf, so befinden sich die Halbtonspriinge dieser Tonleiter jeweils zwischen den
letzten beiden Tonen. Die Position der Halbspriinge zwischen dem Ton Il und IV sowie
dem Ton VIl und VIl ist typisch fir ALLE Dur-Tonarten. Sofern sich Tonleitern in der
beschriebenen Weise aus 5 Ganzton-schritten und 2 Halbtonschritten zusammensetzen,
spricht man von diatonischen Tonleitern.

Alle Téne haben eine typische Buchstaben-Bezeichnung:

Franzoésische Amerikanisch
Deutsche Bezeichnung | Amerikanische beim Ton A
Bezeichnung | nach Solfege | Bezeichnung beginnend
(eingedeutscht)
Ton | Ergibt sich aus
(auf der alphabetischer
unteren Reihenf0|ge:
Hilfslinie) C Do C A
Ton I D Re D B
Ton llI E Mi E C
Ton IV F Fa F D
TonV G Sol (So) G E
Ton VI A La A F
Ton VI H Si (Ti) B G
Ton VIII C Do C A

Glucklicherweise muss sich die Musik nicht auf diese acht Téne der C-Dur-Tonleiter
beschranken. Denn die meisten Musikinstrumente haben einen erheblich grélieren
Tonumfang anzubieten, die der Mensch auch héren und geniessen kann. Damit sich
Komponisten und Musiker beim Aufschreiben der verschiedenen Noten nicht mit zu
vielen Hilfslinien zu den standardisierten 5 Linien herumqualen missen, gibt es

zusatzlich zu dem oben dargestellten Violinschlissel weitere Notenschlissel, die einer
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Notenzeile oder Tonfolge vorangestellt werden wie z.B. den Bal3schllssel fur sehr tiefe
Toéne, den Tenorschlissel fur nicht so tiefe Téne, etc. Da die Notennamen sich alle 8
Tdne - also einem Intervall von einer Oktave - wiederholen, werden sie zur eindeutigeren
Identifizierung in unterschiedlichen Schreibweisen dargestellt, um ihre Tonhéhe zu
charakterisieren.

Dazu ein Beispiel aus der Harmonielehre von Frank Haunschild: " ....Zur besseren
Unterscheidung dieser Téne gleichen Namens, die eine oder mehrere Oktaven
auseinanderliegen, hat man den Oktaviagen verschiedene Namen gegeben. Die
Kontra-Oktavlage beginnt mit C". Es folgt die grol3e Oktavlage, die mit dem Grundton

dreigestrichene

Die Oktavl zweigestrichene
e (taviagen

eingestrichene

unserer Teiltonreihe (C) beginnt. Es folgen dann die kleine Oktavlage (c), die
eingestrichene (c'), die zweigestrichene (c") und die dreigestrichene Oktavlage (c™)
(siehe Beispiel ). Die groRe und kleine Oktavlage liegen im Bereich des Bal3schlissels,
wahrend die ein- und zweigestrichenen Oktavlagen im Violinschlissel notiert werden."
Die Unterscheidung zwischen Grof3- und Kleinbuchstaben ist hier wichtig!

Insofern hatten die Téne der C-Dur-Tonleiter exakterweise mit c', d', €', etc.
gekennzeichnet werden mussen. Dies kann man sich sparen, wenn die Noten
abgebildet sind, da ihre Tonhéhe damit festgelegt ist.

Entsprechend den Tonbezeichnungen mit den rémischen Ziffern lassen sich die Téne
auch mit lateinischen Namen — unabhangig von der Tonart - benennen:

Ton | Primus
Ton Il Secundus
Ton llI Tertius
Ton IV Quartus
TonV Quintus
Ton VI Sextus
Ton VI Septimus
Ton VIII Octavus

Diese Bezeichnungen sind wichtig, weil sie gleichzeitig auch die Namensgeber fir die
Abstande zwischen zwei Tonen darstellen. Wir hatten hierzu bereits die Oktave, also den
8-Tonabstand, kennengelernt. Der erste und der letzte Ton werden immer mitgezahit.
Dementsprechend handelt es sich um eine Quinte, wenn der Abstand 5 Téne betragt.
Bei einem Abstand von 4 Ténen spricht man von einer Quarte. Diese Tonabstande
werden in der Fachsprache als Intervalle bezeichnet Die anderen Intervalle heissen
Prime, Sekunde, Terz, Sexte und Septime.

Als wahrscheinlich der erste Mensch hat sich Pythagoras vor mehr als 2000 Jahren mit
den Phanomenen der Intervalle und deren Bildung in wissenschaftlicher Weise
auseinandergesetzt.
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2. Pythagoras
2.1. Monochord

Als einer der ersten Wissenschaftler Gberhaupt hat sich Pythagoras eines Gerates zum
Studium der Akustik bedient. Bei diesem "Gerat" war Gber einen quaderformigen Hohl-
(Resonanz-)korper Uber die gesamte Lange eine einzige Saite mit Hilfe eines Gewichtes
oder einer Schraube gespannt. Durch die Veranderung der Spannung konnte die
Tonhéhe verandert werden. Die Saite lag an beiden Enden jeweils auf Stegen auf und
wurde so hoch Uber dem Hohlkdrper gehalten, dass sich ein weiterer Steg dazwischen
schieben liess.

- I‘E [:.
-~

Monochordskizze aus E.Schroéder Umlenk-
Beweglicher Steg rolle
K 7 /,/
/A - L — < A
o \ | | / ‘ Saite
Fixierte Steg 'l/

| ‘ 1 Gewicht

Beim Anzupfen der ganzen freien Saite - ohne den beweglichen Steg — ibertragen sich
die Schwingungen auf den Hohlkérper und man hoért den Grundton der Saite, der durch
eine bestimmte (Schwingungs-) Frequenz charakterisiert ist. Dem Ton I, dem c¢' unserer
oben dargestellten C-Dur Tonleiter kann z.B. die Frequenz von 256 Herz gegeben
werden. Die Einheit Herz bezieht sich auf die Anzahl der Schwingungen pro Sekunde.

Bringt man den beweglichen Steg an die in der Abbildung dargestellte Position, also
genau in die Mitte der Saite, so erlebt man beim Anzupfen der Saite einen ganz neuen
Ton, gleichgiiltig auf welcher Seite des Steges man die Saite anzupft! Der Ton ist zwar
wieder ein C, diesmal aber das c", also das um genau eine Oktave héhere des
Grundtones c'.

Martin Vogel stellt das in seinen "Tonbeziehungen" Seite 12 ff. so dar:

Dr. Klaus Kiihn
Seite 5



2-Teilung:

o)
[ @ ]
3 re
E ! i
1 2
2 2
Bei der aquidistanten Einteilung in Drittel ergibt sich folgendes Bild:
3-Teilung:
o) e
— A
185 LS
ry) =g
! I f .
1 2 3
3 3 3

Als Tone resultieren aus dieser 3er-Teilung das g' und das g", also eine Quinte zum
Grundton und eine Oktave. Selbstverstandlich wird hier nur mit einem Steg (Reiter)
gearbeitet, der — wenn er 2/3 der Saite frei schwingen lasst - das g' erklingen lasst, der
im Abstand einer Quinte vom Grundton c' liegt. Bringt man die andere Seite des Stegs
(Reiters) — also das freie eine Drittel — zum Schwingen, so ertdnt das g", das um eine
Oktave hohere g. Anders dargestellt: wir wissen, dass 1/3 die Halfte von 2/3 ist und bei
einer Saitenhalbierung die Oktave des Grundtones, hier des g', erklingt.

Gleichermal3en stellt sich die Situation bei der dquidistanten 4er-Teilung dar. Bei einem
freischwingenden Anteil von % der Seite des Grundtones c' ertdnt das f', das eine Quart
vom Grundton entfernt ist. Die anderen Tone sind wieder c's, allerdings die um eine (bei
2/4 =2 ) bzw. zwei (bei Y2 x V2 = V4 ) Oktaven hoheren.

4-Teilung:

¢

b= 1
BNy | ]
o |ld =
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An dieser Stelle sei auf einige Begriffe eingegangen, die wir zum weiteren Verstandnis
benétigen: Mit der Schwingungzahl wird die Anzahl der Schwingungen einer Saite in
einer beliebigen Zeit ausgedriickt. Bezieht man die Schwingungszahl auf eine Sekunde,
so erhalt man die Frequenz mit der Einheit Hertz (Hz).

Bezogen auf die Téne des Monochord haben die Pythagoraer festgestellt:

Die schwingenden Saitenabschnitte verhalten sich
umgekehrt proportional zu den Frequenzen (oder den
Schwingungzahlen) der entstehenden Tone.

So gelangt man zu einer Oktave durch Halbieren der Saite, allerdings ist die Frequenz/
Schwingungszahl des Oktav-Tones doppelt so hoch wie die des Grundtones.

Bei der Quarte ist die Frequenz um 4/3 erh6ht und bei der Quinte um 3/2, die
Schwingungszahlen verhalten sich wie 4/3 : 1 bzw. 3/2 : 1. Die Verhaltniszahlen lauten
daher: 4/3; 3/2.

Wie kommt es nun zur pythagoreischen Tonleiter ?

Bei ihren Versuchen haben Pythagoras und seine Schiler selbstverstandlich mit
mehreren Monochords arbeiten kénnen. So konnten sie unter anderem durch das
Zupfen der einzelnen Saiten zweier gleichgestimmter Monochords Zweiklange
hervorrufen, die sie als angenehm empfanden wahrend andere ihnen nicht so behagten
("dissonant" waren). Ihnen fiel auf, dass besonders die Zweiklange gut ("konsonant")
klangen, die sich aus den Tonen der oben beschriebenen Teilungen ergaben wie die
Terzen, Quarten und Quinten. Spielte man nach einer Quinte die darauffolgende Quarte,
so ergab sich als Endton die Oktave des Grundtones, z.B.c'-¢g', g' —c".

Addieren sie also Intervalle durch Hintereinanderspielen von Ténen, so gelangen sie zu
den Endténen durch die Multiplikation der Verhaltniszahlen der einzelnen Intervalle:

Quinte + Quarte = 3/2 x 4/3 = 12/6 = 2/1 = Oktave.

Auf dem gleichen Prinzip basierend ermittelten sie die Verhaltniszahl der Sekunde, sie
ist ndmlich die Differenz aus Quinte und Quarte:

Quinte — Quarte = 3/2: 4/3 =3/2 x % =9/8.
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Mit diesen Berechnungen kdnnen wir bereits eine "Tonleiter" erstellen (nach E.

Schroder):
Tonbezeichnung C D E F G A H c'
Intervall Prime | Sekunde | Terz | Quarte | Quinte | Sexte | Septime | Oktave
Schwingungszahl 1 9/8 4/3 3/2 2
bezogen auf C
Differenz bezogen 9/8 9/8
auf den tieferen
Nachbarton
Ergénzungen der 9/8 x 3/2 x | 27/16 x
fehlenden Tone 9/8 = 9/8=| 9/8=
durch Addieren von 81/64 27/16|243/128
Sekundenintervallen
Schwingungszahlen 1 9/8 81/64 | 4/3 3/2 | 27/16|243/128 2
bezogen auf die
Gesamttonleiter C
Als ganzzahlige 384 432 486 | 512 576 | 648 729 768
fortlaufende
Proportion
Einen weiteren Weg, zur siebenstufigen pythagoreischen Tonleiter zu gelangen
beschreibt Herrman Starke durch Bildung der Quintenfolge:
Intervall Quinte | Quinte | Quinte | Quinte | Quinte | Quinte | Quinte
Schwingungsverhéltnisse | 2/3 1 3/2 9/4 27/8 | 81/16 | 243/32
Per Oktavreduzierung auf | 4/3 1 3/2 9/8 27/16 | 81/64 | 243/128
Werte zwischen 1 und 2
gebracht.....
..... und nach Wert sortiert 1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16 | 243/128 2
Differenz 9/8 9/8 |256/243| 9/8 9/8 9/8 256/243
Tonbezeichnung C D E F G A H C’
Schwingungsverhaltnisse 1 1,1250 | 1,2656 | 1,3333 | 1,5000 | 1,6875 | 1,8984 2
dezimal

Die sich ergebenden Tone sind die Téne der achtsaitigen LYRA, welche man wéahrend
der griechischen Blitezeit zur Begleitung des Gesanges anwendete. (nach H. Starke)

Dem aufmerksamen Leser ist nicht entgangen, dass nicht alle Werte der Schwingungs-
verhaltnisse aus den Teilungen in die pythagoreische Tonleiter eingeflossen sind. So
fehlen die Terz mit dem Schwingungsverhaltnis von 5/4 (bei Pythagoras 81/64) und die
Sext mit 5/3 (bei Pythagoras 27/16). Fur die Pythagorder war die Zahl 10 "heilig". Sie ist
die Summe aus 1+2+3+4, deshalb standen die Fiinfer-Teilungen nicht zur Debatte.
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Interessanterweise hat William Oughtred in seinen "Key of the Mathematicks" Aufgaben

zur Berechnung von Tonabstanden eingebracht. Hier eine Abbildung aus der Ausgabe
von 1702:

of the Mathematicks. 45

¢ The antient 3 = 4 3
Writers of Mufick
are wont to conr;eét
che terms of Ratio’s,
either to be conti-
nued or diminifh’d,

with Curve Lines after-¢his manner: If the H_ierDliegL :‘N?wTrSChein”Ch
0 F ein Druckfehler vor, es
Ratio’s be 3 to4 and 4 to0 3. o N ehler vor,
=. To continue Ratio’s is to multiply them musste heissen "3 to 2 and

1sif they were Fractions. To fay let thefe 4103"

Ratio’s 3 to 2 and 4 to 3 be continued, 1s

as much as to fay, let 3 be multiplied upon

%, and fo there will arife %2, Now the Ra-

tio of 12 to 6, is double. ~Wherefore a

twicc-and-an-half-Ratio upon a once-and- Oktave !

one-third-Ratio produceth a double Ratio,

that %, as Muficians {pcak,a Diapafon is com-

pounded of a Diapente and a_Diateffaron.
Imminution of Ratio’s is done by Divifi- + Quarte (Diatessaron)

on, as to fay, take out of the Ratio of 3 to 2,

the Ratio of 4 to 3, is as much as to fay, di-

vide % by §, thus, )3 (3. Which Quo-

tient is the Meafure of an entire_Tone.

Whence Muficians fay, thac the Difference

between a Diapente and a DiasclJaron is a "

Tone:  Asin this Line or Chord divided in-

Oktave (Diapason)
= Quinte (Diapente)

to 12 parts.

Die 12er-Teilung an dieser
12, 9 8 G @ Stelle kommt
- | — ¥ : —— Uberraschend. Wir werden

NOTES sie allerdings wiedersehen.

An dieser Stelle sei auch einmal auf die Bedeutung der beiden Zahlen Zwei und Drei in
der Rhythmik hingewiesen. Nicht nur, dass sich die Tonlangen durch z.B. mehrfaches
Halbieren des Ganztones ergeben. Auch die Taktzahlen werden in ganzzahligen

Verhaltnissen angegeben, die die Zwei (der Mensch hat zwei Beine) bzw %2 als Basis
haben (3/4, 3/8, etc..).
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2.2. Zur Jahreszahl 2003

Dr. Eberhard Schroder hat aus einer gliicklichen Laune heraus zum Jahreswechsel
2002/2003 das folgende Gedicht verfasst, das in wunderbarer Weise die Entwicklung der
pythagoreischen Tonleiter darstellt. Versuchen Sie es nachzuvollziehen !

1. Die Jahreszahl Zweitausenddrei
erlaubt der Deutung vielerlei.
Zunachst weiB wohl ein jedes Kind,
daB Zwei und Drei Primzahlen sind.

2. Mit Zwei als erster, Drei als zweiter
steht man am Anfang einer Leiter.
Drum nutzt man sie ganz nach Behufe
als Bausteine der ersten Stufe.

3. Die Zwei ermdglicht das Dublieren
und wird genutzt beim Musizieren.
Schwingt eine Saite n - mal aus,

so liefert sie 'nen Ton ins Haus.

4. LaBt man sie nun 2n mal schwingen,
wird der Oktavensprung erklingen.
Nimmt man jetzt noch die Drei hinzu,
dann sind Zwei Drittel nun der Clou.

5. Dies liefert uns mit sehr viel Schwung
gleich beiderseits den Quintensprung.
Springt man von oben und von unten,
hat man den Ganztonschritt gefunden.

6. Denn zwischen diesen beiden Quinten
ist der Neun - Achtel - Schritt zu finden.
Im Zahler steht ganz akkurat
die Drei erhoben ins Quadrat.

7. Der Nenner bietet Zwei zur Dritten,

dies Intervall ist unumstritten.

Wenn jetzt statt Eins Neun-Achtel schwingt,
der Ton dann deutlich héher klingt.
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8. Man spricht vom Ganztonschritt verbal,
wenn man beschreibt dies Intervall.

Jetzt fragt man sich, wie geht es weiter
beim Aufbau dieser Tonesleiter?

9. Der nachste Schritt wird sich ergeben,
indem wir ins Quadrat erheben.

Die Neun durch Acht gibt Drei zur Vierten,
geteilt durch Zwei, der Potenzierten.

10. Hier muB man nun als Exponenten

die Zwei mal Drei gleich Sechs verwenden.
Mit 81 zu 64 hat ohne Scherz

man nun erreicht die groBe Terz.

11. Jetzt heiB3t es ohne zu verdrieBen
zur Quarte eine Licke schlieBen.

Da diese mit Vier Dritteln schwingt,
nur dreistellig der Sprung gelingt.

12. Man schafft es mit der Zwei hoch Acht,
im Zahler stehend - wohlbedacht.

Und Drei hoch Funf, des Bruches Nenner
fuhrt auf die Quarte jeden Kenner.

13. Hier ist ein Intervall im Spiele,
das kleiner nicht nur nach Gefihle,
das auch numerisch halt nicht mit,
beim erstgenannt Neun - Achtel - Schritt.

14. Man spricht bei solchem Intervall
vom halben Tonschritt rein verbal.
Die halben und die ganzen Tone
bewirken musisch erst das Schone.

15. Nachdem die Quarte nun geschafft,
zum Endton noch die Leere klafft.

Zur Quinte schlieBt man diese Llicke
mit einem Ganztonschritt als Briicke.
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16. Es folgen zwei Neun - Achtel - Spriinge,
damit die Konstruktion gelinge.

Rein konstruktiv ist, wie verlangt,

man so zur Septime gelangt.

17. Will die Oktave man vollenden,
muB jenen Faktor man verwenden,
der von der Terz zur Quarte fihrte,
den man als halben Tonschritt splrte.

18. Sucht man die Probe aufs Exempel
als Konstruktion fiir 'n Gltestempel,
dann multipliziert man alle Briche,

die hier ergab'n die Zahlenkiiche.

19. FUnf ganze und zwei halbe Tone
man nun zu 'nem Produkt verséhne.
Die Rechnung liefert in der Tat
die Primzahl Zwei als Resultat.

20. Man fragt, wer hat dies konstruiert,
ein solches Zahlenwerk vollfihrt ?

Dies war einst der Pythagoras,

in Griechenland ein groBes Ass.

Dr. Eberhard Schroder
Hirschberg an der Bergstrasse 2003

Probe aufs Exempel:

9/8x9/8x256/243 x9/8x9/8x9/8x256/243 = 2

Und hier noch ein paar interessante Informationen:

Die Jahreszahl 2003 ist eine Primzahl.
Sie ist die 304. Primzahl.
Die 2003. Primzahl lautet: 17417.
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3. Stufungen der Tonhohen

"Fir die Stufung der Tonhohe gibt es in der abendlandischen Diatonik bekanntlich zwei
wesensverschiedene Ordnungen, die jedoch zahlenmaRig zu fast dem gleichen Ergebnis
fihren: die reine und die temperierte Stimmung ." (aus Siegfried Berg: Angewandte
Normzahl)

3.1. Diatonisch oder rein

E. Schroder hat das diatonische Stimmungsprinzip in sehr pragnanter und deutlicher
Weise beschrieben (S. 54 ff). Darin fihrt er Didymos an, der ca im Jahre 63 v.Chr. die
5/4 -Terz — die sog. groRe Terz - in die Tonleiter des Pythagoras einbaute. Durch die
5er-Teilung am Monochord war auch die Sexte mit 5/3 zuganglich geworden.

5-Teilung:
s

S
¢

wnjun —-|— ¢

Lh|— 4
hlrs 4+
S|t 1
b 1

Teilt man die Saite in Flnftel auf, so erleben wir wieder einige neue Tdne in neuen
Intervallen.So ist das e' zu héren, das durch den Reiter bei 4/5 und dem entsprechenden
freischwingenden Teil der Saite zu horen ist. 4/5 der Saite flhren also zu einer Terz.
Steht der Reiter bei 3/5, so erleben wir das a', im Abstand einer Sexte vom Grundton.
Bei 2/5 freiem schwingenden Teil der Saite héren wir das e" und bei 1/5 das e"', jeweils
um Oktaven erhoht

Entsprechend hat die Terz eine Frequenz, die 5/4 des Grundtones entspricht.
Damit ergaben sich folgende feststehende Intervalle:

Tonbezeichnung C D E F G A H c’
Intervall Prime | Sekunde | Terz | Quarte | Quinte | Sexte | Septime | Oktave
Schwingungszahl 1 5/4 4/3 3/2 5/3 2

bezogen auf C

Differenz bezogen auf 16/15 9/8 10/9
den tieferen
Nachbarton

Wir haben es hier also mit drei verschiedenen Tonschritten zu tun. 16/15 flir den
Halbtonschritt und 9/8 fir den groBen Ganztonschritt sowie 10/9 fiir den kleinen
Ganztonschritt.

Die fehlenden Tonschritte sind durch das Addieren von bekannten Intervallen erganzt
worden und fiihren so zu einer vollstandigen Tonleiter.
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Tonbezeichnung C D E F G A H

Intervall Prime | Sekunde | Terz | Quarte | Quinte | Sexte | Septime

Oktave

Schwingungszahl 1 5/4 4/3 3/2 5/3
bezogen auf C

Differenz bezogen auf 16/15 9/8 10/9
den tieferen
Nachbarton

Erganzungen der 1 1x9/8=| 5/4 4/3 3/2 5/3 | 5/4 x 3/2
fehlenden Tone durch 9/8 =15/8

Addieren von
Intervallen

Differenz bezogen auf 9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8
den tieferen
Nachbarton

16/15

Schwingungszahlen 1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8
bezogen auf die
Gesamttonleiter C

ganzzahlige 24 27 30 32 36 40 45
fortlaufende Proportion
(bezogen auf den
Hauptnenner 24)

48

Als ganzzahlige 384 432 480 512 576 640 720
fortlaufende Proportion
(bezogen auf c= 384)

768

Tonbezeichnung C D E F G A H

Cl

Die Differenzenbildung zwischen Nachbarténen hat den rechnerischen Vorteil, dass die
Multiplikation aller einzelnen Tonschritte zwischen den acht Ténen das Ergebnis liefern
muss, das zu einer Oktave gehort. Entsprechend den Werten der reinen Stimmung
ergibt sich fur die Berechnung folgendes:

9/8 x 10/9 x 16/15 x 9/8 x 10/9 x 9/8 x 16/15 = (9/8)° x (10/9) x (16/15)% =
729/512 x 100/81 x 256/225 = 9/1 x 50/1 x 1/225 = 450/1 x 1/225 = 2/1.

Die Addition der 7 Tonschritte fihrt zu einer Oktave !

Gleiches lasst sich fir die Tonschritte der pythagoreischen Tonleiter
wiederholen/prifen:

9/8 x 9/8 x 256/243 x 9/8 x 9/8 x 9/8 x 256/243 = (9/8)° x (256/243)2 =
59049/32768 x 65536/59049 = 65536/32768 = 2/1,
wiederum das Schwingungsverhaltnis einer Oktave.
Die Tonschritte sind also richtig gewahlt.
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Die Schwingungszahlenverhaltnisse liessen sich nun mit maximal zweistelligen Ziffern
ausdrlicken, also recht einfach darstellen. Wie bereits erwahnt, sind konsonante
(harmonische) Klange um so eher zu erzielen, je einfacher die Verhaltnisse der
Schwingungszahlen zueinander stehen.

Den einfachsten Dreiklang/Akkord bildet von C kommend die Tonfolge c-e-g, nach
Schwingungsverhaltnissen ausgedriickt 1:5/4:3/2 oder 8/8:10/8:12/8 oder 8:10:12 oder
als einfaches ganzzahliges Verhaltnis 4:5:6. Die Tonfolge c-e-g entspricht dem sog.
Tonika-Akkord. Der eine Quinte héher beginnende Dominant-Akkord g-h-d' entspricht
ebenfalls dem ganzzahligen Verhaltnis 4:5:6. Das gleiche Schwingungsverhaltnis gilt fur
die Téne des von der Quart ausgehenden Subdominant-Akkords f-a-c'. "Weil die
diatonische Tonleiter optimal die Forderung nach harmonischem Zusammenklang der
Tone befriedigt, bezeichnet man sie auch als "reine" Tonskala." (E.Schroder)

Zu diesen Verhaltnissen gelangt man auch durch Heranziehen der in der Tabelle
zusammengestellten ganzzahligen Proportionen:

e Tonika: c—e—g ->24:30:36 = 4:5:6 (Faktor 6)
e Subdominate: f—a-c' ->32:40:48 = 4:5:6 (Faktor 8)
e Dominante: g—h-d' ->36:45:54 = 4:5:6 (Faktor 9)

Der Tonika-Akkord z.B. hatte in der pythagoreischen Tonleiter die Proportionen:
64:81:96.

Ausserdem hat sich in der reinen Stimmung/Tonskala auch der Unterschied zwischen
der grol3en Terz (5/4) und der kleinen Terz herauskristallisiert. Eine kleine Terz liegt z.B.
bei dem Intervall e — g vor. Das Schwingungsverhaltnis der kleinen Terz berechnet sich
zu 16/15 x 9/8 = 2/5 x 3 = 6/5.

Bei unserem Monochord mit den aquidistanten Teilungen brauchten wir also die
6erTeilung, um die kleine Terz darzustellen. Diese flihrt mit dem Grundton ¢ zu
folgenden Ergebnissen:

6-Teilung:
©
f — (e )
o [ % )
15 © Y
\éju = o
f I f f i } {
1 2 3 4 3 6
6 6 6 6 6 6

Als wirklich neuer Ton taucht hier das e mit einem b-chen davor auf. Dieser Ton wird
"es" genannt und liegt einen Halbton zwischen d und e. Ein b-chen vor einer Note
geschrieben vermindert die Tonhéhe dieses Tones um einen Halbtonschritt.
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Entsprechend unserer bisherigen Berechnungen ergibt sich:

Tonbezeichnung C D Es
Intervall Prime Sekunde Kleine Terz
Schwingungszahl bezogen auf C 1 9/8
Differenz bezogen auf den tieferen 9/8 16/15
Nachbarton
Berechnete Schwingungszahl bezogen 1 9/8 x 16/15
auf C =3x2/5=
6/5

Das Intervall es — g lasst sich als groRBe Terz ermitteln:

Quinte minus kleine Terz => 3/2 : 6/5 = 3/2 x 5/6 = 15/12 = 5/4.

Oder mit den Werten der 6er-Teilung gerechnet => 6/4 : 6/5 = 6/4 x 5/6 = 5/4.

Die "EinfGhrung" des "Es" lasst ahnen, dass auch andere Halbténe denkbar sind, die
dann allerdings nicht mehr in die 7-tdnige pythagoreische oder diatonische Tonleiter

hineinpassen.

All die anderen Toéne der aquidistanten 6er Teilung am Monochord sind uns bereits
bekannt, die Quinte (4/6 = 3/2) mit zwei zugehoérigen Oktavtdnen (2/6 und 1/6) sowie das

c' bei 3/6 = V.

Anknlpfend an den zwanzigsten Vierzeiler ware fur das Jahr 2035 die folgende

Fortsetzung des Gedichtes von E. Schréder denkbar:

20 a. Den alten Griechen Didymos
der Halbtonschritt gar sehr verdroB.
Drum brachte er mit viel Geflihl

die Primzahl FUnf ins Musenspiel.

Diatonisches Stimmungsprinzip, Probe aufs Exempel:

9/8x10/9x16/15x9/8x10/9x9/8x16/15 = 2

Dr. Klaus Kiihn
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Zum Thema Monochord gibt es im Internet Unterrichtsmaterialien von Dieter Welz aus
Ulm, die in der Abbildung zusammengefasst sind.

dwu-Unterrichtsmaterialien.de

,\Tonhijhe und Frequenz: pas201F © 2001 (S

Die C-Dur-Tonleiter % F—=—

o =

umfasst die 8 Tone (Oktave) -'z de fg ah c”
von einem C-Ton zum nachsten —
C-Ton (hiervonc'zuc™).

Auf der Klaviatur benotigt man
dafiir nur die weiBen Tasten.
Tone, die eine Oktave hoher
liegen haben immer die doppelte w

Frequenz,
Beispiel: ¢ 261,6Hz
¢ 523,2Hz

_ 261,6Hz 3296H: 3920Hz 4939Hz
Der|[Kammerton a’ mit 440Hz | 237Hz 3492Hz |4400Hz 5232Hz

ist der Ton, nach dem Instrumente
(in einem Orchester) gestimmt werden.

Monocord: (Instrument mit nur einer Saite)

® — Massenstiick zum
: Spannen der Saite

— beweglicher Steg

Die Frequenz f hdngt von der Spannung
der Saite und der schwingenden Saitenldange ab.
' fester Steg Saitenlange | x -%- ‘ -ﬁ-
Frequenz | f 2f | 4f

Saitenschwingun Schwingunsbild im Oszilloskop:

AVAVATAFAVAY
— 4 WWWWWWWWW,
WAV
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3.2. Der Quintenzirkel

All das, was wir bisher zu der C-Dur Tonleiter erklart haben, besitzt ebenso Giiltigkeit fir
Tonleitern, die mit anderen Anfangstonen beginnen. Darin eingeschlossen sind auch
Tone, die um einen Halbton tiefer oder einen Halbton hoher sind als die Ganztone.

Die Schreibweise fiur die um einen Halbton vertieften Téne, denen namlich ein "b-chen"
vorgesetzt wird, hatten wir schon kennengelernt. Zur schriftlichen Verdeutlichung
erhalten diese Tone die Nachsilbe "es", also ein d mit einem "b-chen" davor ist ein "des";
sofern zwei Vokale in dieser Silbe aufeinander folgen, vereinfacht sich die Bezeichnung
zum "es" = "ees" oder zum "as" = "aes".

Die um einen Halbton erhéhten Ganzténe werden mit einem "Kreuz-chen" (#) markiert
und mit der Endsilbe "is" versehen. Ein "F" durch ein "Kreuz-chen" um einen Halbton
erhéht, heisst "Fis". (Merkhilfe: das # kann man als Symbol fur Gefangnis sehen.)

Um die restlichen Dur-Tonarten zu bilden, hat man den Weg tber die Quinten gewahit.
Die C-Dur Tonleiter, die wir bereits kennen, lasst sich in zweimal 4 Téne (Tetrachorde)
aufteilen, in deren Tonfolge die Halbtdne jeweils zwischen den beiden letzten Ténen der
Tetrachorde auftreten. Die ersten Tone der Tetrachorde liegen eine Quinte auseinander
(Abbildungen aus Haunschild, Die neue Harmonielehre).

1. Tetrachord 2.Tetrachord
A oy /\\
g /A\ : s == P [ %]
IS P s T il N ey (8] b
L3 " A — 5 <
- = (8 ©

C - Dur Tonleiter

Verlangert man nun diese C-Dur Tonleiter um einen weiteren Tetrachord, so ergibt sich
die folgende Tonfolge mit einem weiteren Halbtonschritt zwischen den Ténen 10 und 11.
Beginnend bei dem Ton g hatte man eine G-Dur Tonleiter mit dem Schonheitsfehler der

/\
Py i S N — Py o
IF i N L —_— 7 * ! ¥y
e
L2 ;-; L8] L "l L M el A

v o U

falschen Lage der Halbtone. Denn bei allen Dur-Tonarten befinden sich die Halbtdne
zwischen dem 3. und 4. Ton sowie dem 7. und 8. Ton. Diesen Schonheitsfehler konnen
wir durch ein # vor dem 11. Ton f beheben, indem daraus ein "fis" wird und die 8 Téne so
notieren:

G - Dur Tonleiter

So haben wir die G-Dur Tonleiter erhalten. In der Schreibweise der Tonart wird allerdings
ein #-chen gleich rechts neben dem Violinschlissel notiert. Analog verfahren wir mit der
nachsten Tonleiter, der D-Dur Tonleiter.
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D - Dur

Das geht nun entsprechend so weiter, d.h. bei jeder nachsten Tonart erhalt der 7. Ton
immer ein #, wird also um einen halben Ton erhéht. Theoretisch kann das bis zu 12
"Kreuz-chen" als Vorzeichen weitergehen, da eine Oktave aus zwdlf Halbténen besteht,
die jeder fir sich Ausgangspunkt einer neuen Tonleiter sein kdnnen. Dieses Vorgehen ist
nicht sinnvoll und praktikabel. Man behilft sich durch die Nutzung der "b-chen" fir die
letzten 6 Tonarten. Ausgangspunkt ist wiederum die C-Dur Tonleiter, nur geht es jetzt
eine Quinte "abwarts". So gelangt man zuerst zur F-Dur Tonleiter:

/\ — -
'_n——'—-_!
A N — \ 23 o e L =
Ly ’/ L\ . o F= [ 8] b
'ﬁ o (8] s ] 1
D1y © 1 n
o [ — =]
F - Dur

Ep - Dur F - Dur

[l G ¥ T T T — 9T

+ L beo O = i
&0 N —gy—O—% . e =i

C ! !? : ! )
, bebo © 22, o L _
[ D s T — 1 — ——_:— ———1
==] f — = — - T —eecEa e |

BP - Dur C - Dur

Bei den Moll-Tonarten ist entsprechend zu verfahren. Allerdings liegen hier die
Halbtonspriingen generell zwischen dem 2. un dem 3. sowie dem 5. und dem 6. Ton.

Dr. Klaus Kiihn
Seite 19



Wir erhalten auf diesem Wege insgesamt 6 B-Tonarten, da man mit Ges-Dur die letzte
B-Tonart bildet. Schematisch lassen die sich ergebenden Tonarten in einem Kreis —
Zirkel — darstellen.

B/
F

/ ~
,-X Gm

! |
Eb —«{— Cm Fim —— A
|

~Fm
Ab

Die innerhalb des Quintenzirkels stehenden Tonarten sind die Moll-Tonarten, die mit der,
gegeniber C-Dur um eine Sext erhdhten, A-Moll Tonart beginnen.

Die Tonart E-Moll hat also ein # fir das fis, genauso wie G-Dur, wahrend C-Moll mit den
gleichen 3 "B-chen" versehen ist wie Es-Dur.

Die Vorzeichenzahl der B-Tonarten der Dur-Reihe kann man sich mit den Spriichen:
"Frische Brotchen essen alte Damen gern" oder "Funf Buben essen Aspirin des
Geschaftes Ces" leicht merken. Der entsprechende Hilfssatz fiir die Kreuztonarten in
Dur lautet: "Geh du alter Esel Heringe fischen".

Bei genauer Betrachtung des Quintenzirkels fallt eine Diskrepanz auf, die sich rein
rechnerisch so ergibt: von C bis C durchlaufen wir 12 Quinten oder 7 Oktaven, d.h.
3/2x3/2 x3/2 x 3/2 x3/2x3/2x3/2x 3/2 x 3/2 x 3/2 x 3/2 x 3/2 misste gleich sein 2 x 2
X2 X 2 x2x2x 2 oder anders dargestellt:

(3/2)2 =2’
129,7463379 = 128
d.h., wir haben es mit einer Ungleichung zu tun. Das durch die Quinten erreichte C hat
also eine héhere Schwingungszahl als das durch die Oktave erreichte. Dieses
Phanomen war schon dem Pythagoras bekannt.

Den Quotienten aus diesen beiden Werten in Héhe von 1,0136433 nennt man das
pythagoreische Komma. Bei M. Vogel heisst dieser Wert aufgrund seines Ursprungs —
und aus "padagogischen Griinden" - das Quintkomma.
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Man hat viele Jahrhunderte mit dieser Ungenauigkeit gelebt bzw. hatte sich zu
Uberlegen, an welcher Stelle man diese Abweichung am besten ausgleichen konnte. Aus
den bisherigen Ausfihrungen wird ersichtlich, dass sich in den durch den Quintenzirkel
definierbaren Tonarten durch die Benutzung von Halbtonstufen "aller" Arten eine grol3e
Zahl von Ténen ergab. Die Spielbarkeit all dieser Téne hing vom Instrumententyp ab. Auf
einem Saiteninstrument, dessen Tondefinition durch die - einem beweglichen Steg
(Reiter) eines Monochords vergleichbare — Grifflage der Finger erfolgte, sind alle Tone
der reinen Stimmung spielbar. Bei einem Tasteninstrument wie dem Klavier oder einer
Klarinette sind der Auswahl der Téne aus rein praktischen Griinden Grenzen gesetzt.

Ausserdem bestanden zwischen manchen Nachbarténen so geringe, kaum
unterscheidbare Tonhdhenunterschiede, dass man tber Vereinfachungen nachdachte,
die letztendlich auch die Zusammenspielfahigkeit der damals bekannten Instrumente
verbessern bzw. ermdglichen sollte.

In der folgenden Abbildung sind zur Verdeutlichung der Mdglichkeiten die Tonumfange
einzelner Instrumente sowie der menschlichen Stimme dargestellt (aus OLSON):

SOPRANO VOICE
L ALTo voice
_TENOR voice
BARITONE VOIGE
_BASS voicE

VIOLIN
VIOLA

CELLO |

BASS VIOL

HARP
GUITAR |
BANJO
T UKULELE

PIANO [

_J_TRI.IMDET
TROMBONE
BASS" TROMBONE
FRENCH HORN
BASS TUBA

PICCOLO
FLUTE

SOPRANO CLARINET |
ALTO CLARINET
BASS CLARINET

‘ i [soomno SAXOPHONE
| ; ALTO SAXOPHONE

| | |TENOR | SAXOPHONE |

| BARITONE _SAXOPHONE |

J sass_saxoewone _ | -

|

| OBOE
| ENGLISH HORN

| BASSOON |
|

REED ORGAN
ACCORDION
‘ | HARMOHNICA
)

PIPE ORGAN
ELECTRIC ORGAN

|
T T
| KETTLE DRUM

] XYLOPHONE

2 4 8 o2 2 4 8 03 2 L 8 o4
FREQUENCY IN CYCLES PER SECOND
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3.3. Temperierte Stimmung

Es mussten also Instrumente geschaffen werden, die trotz fester Stimmlage modulierbar
sein mussten. E. Schréder schreibt hierzu: " Aus der Sicht des mathematischen Aufbaus
von Tonskalen war folgende Forderung zu befriedigen: alle durch das Instrument mit
fester Tonlage verfiigbaren Téne missen die Funktion des Grundtons einer Tonleiter
Ubernehmen kénnen." Das mindete, wie E. Schrdder weiter beschreibt , u.a. in die
Konstruktion eines Klavichordes mit 19 Tonschritten in der Oktave von Marin Mersennes
(1588 — 1648). Bei dieser Konstruktion litt die Spielbarkeit des Instrumentes und seine
Modulationsfahigkeit war auch begrenzt. " Bereits Mersenne hatte eingesehen, dass
man hier Abstriche bezlglich der Reinheit der Intervalle vornehmen muss, um ein
spielbares Tasteninstrument entwickeln zu kénnen. Diese Abstriche sind natdirlich in
ertraglichen Grenzen zu halten.”

All diese Uberlegungen miindeten in die Einfiihrung einer neuen Stimmung — der
temperierten Stimmung, in der alle Tonschritte in einer 12-ténigen Tonleiter, z.B.

zwischen cund ¢

gleichweit" voneinander entfernt sein sollten und alle Téne als

Grundton einer eigenen Tonleiter einsetzbar sind. Dazu war es erforderlich, nahe
beieinanderliegenden Nachbarténen die gleichen Schwingungszahlen bzw
Schwingungsverhaltnisse/Intervalle zuzuordnen. Eine Unterscheidung in der Tonhdhe
von z.B. "gis" und "as" sollte entfallen.

"Zwei Tonintervalle sind fiir unser musikalisches Empfinden genau dann gleich,
wenn die Quotienten ihrer Frequenzen miteinander iibereinstimmen.”

Andererseits soll sich die Frequenz — auf 12 Tonschritte gleich verteilt — verdoppeln.
Beide Forderungen sind erflllt, wenn der Quotient der Schwingungszahlen zweier
benachbarter, sonst beliebig wihlbarer Téne q = "2V 2 ist, denn es muss gelten q' = 2.

Geht man also von einem Ton mit der Frequenz f um einen ganzen Ton hdher, so gehort

zu diesem die Frequenz f mal g%, wahrend beim Fortschreiten um einen halben Ton die
neue Frequenz bei f mal q liegt. Ubernimmt man in die neue Tonleiter den Wechsel von
Ganz- und Halbtonschritten aus der pythagoreischen und diatonischen Tonleiter, so
ergibt sich folgende Lésung fir die Verhaltnisse der Tonfrequenzen. " (E. Schrdéder)

Tonbezeichnung Cc D E F G A H C’
Intervall Prime | Sekunde Terz Quarte Quinte Sexte Septime Oktave
Schwingungsver- | V20| 12y 2? 12 2 12 28 12y 27 12 2° 12y 2™ 12y 22
héltnis bezogen
auf C
Schwingungs- 1| 1,059463% | 1,059463" | 1,059463° | 1,059463" | 1,059463° | 1,059463"" | 1,059463"2
verhaltnis bezogen = = = = = = =
auf C (dezimal) 1,1224618 | 1 2599206 | 1:3348393 | 1 4983061 | 1,6817915 | 1,8877468 2
Tonnummer = 0 2 4 5 7 9 11 12
Anzahl der zum
Intervall
gehdrenden
Halbtdne
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Die Schwingungsverhaltnisse der nicht dargestellten Halbtdne lassen sich in analoger
Weise berechnen. Eingefligt wiirden sie zur "chromatischen Tonleiter" fihren, die aus
gleich groflien Halbténen besteht.

Nach M. Vogel (S. 240) soll es 1585 der Hollander Simon Stevin gewesen sein, der fur
gleichgrofte Halbténe den Schwingungszahlsprung von 12\ 2 = 1,059463 berechnete:
"Seine Arbeiten sind uns aber nicht als Veroéffentlichung bekannt. Simon Stevin war
indessen nicht der erste, der die gleichstufige Temperierung berechnete. So wie die
Chinesen die pythagoreische Stimmung wahrscheinlich schon vor Pythagoras hatten, so
war ihnen auch schon vor Stevin die gleichstufige Temperierung bekannt. Josef
Needham beschrieb sie in seinem Buch "Science and Civilisation in China" (Band 4,
Cambridge 1962ff, S. 220ff) als "the princely gift of ChuTsai-YU". Fir die Schrift des
chinesischen Prinzen gibt Needham die Jahreszahl 1584 an. Die auffallige Nahe der
Daten legt die Vermutung nahe, dass Stevin durch die Berichte aus China angeregt
wurde. Andererseits lag damals auch in Europa die Gleichstufigkeit in der Luft. "

E. Schroder weist auf die Anregungen hin, die der Spanier Bartolomé Ramos bereits
1482 in seinem Buch "De musica tractatus" fir die "gleichschwebend temperierte"
Stimmung gab. Erstmalig wurden die relativen Schwingungszahlen aller 12 Tonschritte in
"Harmonie universelle" des franzdsischen Mathematikers Marin Mersennes 1636
publiziert.

Interessant ist ein Vergleich der bisher ermittelten Schwingungsverhaltnisse aus den
einzelnen Stimmungen. In welchem Verhaltnis stehen diese zueinander ?

Tonbezeichnung C D E F G A H c’
Intervall Prime | Sekunde | Terz | Quarte | Quinte | Sexte | Septime | Oktave
Stimmungstyp
pythagoreisch 1 1,1250 1,2656 | 1,3333 | 1,5000 | 1,6875 | 1,8984 2
Diatonisch, rein 1 1,1250 1,2500 1,3333 1,5000 1,6667 1,8750 2
temperiert| 1 1,1225 1,2599 | 1,3348 | 1,4983 | 1,6818 | 1,8877 2
Chromatisch | Cis- Dis-es Fis- | Gis-as | Ais-b
(zusétzliche Halbtone) | des ges
Tonnummer 1 3 6 8 10
Berechnung 12y 2! 1228 12 28 1228 12 210
V2
Relative 1,0595 1,1892 1,4142 1,5874 1,7818
Schwingungszahlen

Die temperierte Quinte erfordert keine Korrektur um das pythagoreische Komma, da

12 Quinten mit einem Schwingungsverhéltnis von 1,4983 (1,4983 %) dem Wert der
7 Oktaven (2 ") entsprechen: 127,99 = 128.

Zur Herkunft und Bedeutung des Begriffes "temperiert" sei auf die Ausfihrungen in
Martin Vogel’'s "Tonbeziehungen" S. 224 verwiesen und zur Verdeutlichung ein Zitat von
Turk aus seiner "Klavierschule" von 1789/1802 herausgenommen:

"Der Ausdruck temperieren bedeutet ungefdhr so viel, als: ein wenig von der
groBlten Reinigkeit der Intervalle auf eine dem Gehdr ertragliche Art abweichen.”
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Und hier geht es nun weiter mit dem Gedicht von Eberhard Schroder:

21. In neurer Zeit ist man gescheiter
beim Aufbau einer Tonesleiter.

Man bietet die Oktave rein

und schaltet zwoIf Halbschritte ein.

22. Die zwolfte Wurzel aus der Zwei

ist hier zu zieh'n als letzter Schrei.

Die Rechnung wird zwar leicht zur Qual,
Frequenzen sind nicht rational.

25. Doch stellt man fest beim Musizieren:
die Wurzelwert' approximieren

recht gut den Herrn Pythagoras.

Drum nimmt man sie ohn' UnterlaB.

24. Man nennt die Stimmung temperiert,
weil sie durch Wohlklang imponiert.

Man spielt sie ohne allen Groll

in jeder Tonart, Dur und Moll.

25. Einst war's der Thomas - Kantor Bach,
der unter einem Kirchendach

in dieser Stimmung komponierte,

das Neue so zum Siege flhrte.

26. Marin Mersenne gilt als der Mann,
der diese Stimmungsart ersann.

Der Instrumentenbau der Welt

sich nun an dieses Zahlwerk halt.
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Eli Maor hat in seinem Buch Uber die Zahl "e" ein virtuelles Treffen zwischen Johann
Sebastian Bach und Johann Bernoulli fir das Jahr 1740 nachempfunden. Hier ein
Ausschnitt, der zu einer weiteren Sichtweise der Bedeutung und Darstellung des
Logarithmus in der Musik fihrt:

" 126 Eine historische Begegnung zwischen J. S. Bach und Johann Bernoulli

BACH: Wohlan, Sie sind der Mathematiker; ich bin mir sicher, daf3 Sie es herausfinden
werden.

BERNOULLI: Schon geschehen. Wenn eine Oktave aus zwdlf gleichen Halbténen besteht,
dann muR jeder Halbton ein Frequenzverhiltnis von '\ 2 : | besitzen. In der Tat
entspricht das Aufsummieren von zwolf dieser Halbténe dem Ausdruck ('2V 2)'?und dies
ist genau 2:1, also nichts anderes, als die Oktave.

BACH: Nun haben Sie mich vollkommen geschlagen. Meine Kentnisse in Mathematik
gehen kaum Uber die elementare Arithmetik hinaus. Kénnten Sie mir die Sache nicht
irgendwie anschaulich demonstrieren?

BERNOULLI: Ich denke schon. Mein verstorbener Bruder Jakob verbrachte viel Zeit mit der
Untersuchung einer Kurve, die man logarithmische Spirale nennt. Bei dieser Kurve
bewirken gleiche Umdrehungen ein Anwachsen des Abstandes vom Pol um gleiche
Verhéltnisse. Dies ist doch wohl genau der Fall bei der Tonleiter, die Sie mir soeben
beschrieben haben?

BACH: Kénnen Sie mir diese Kurve zeigen?

BERNOULLI: Aber sicher (Abbildung 53). Wahrend Sie gerade sprachen, habe ich die
zwolf gleichen Halbtdéne darauf eingetragen. Um ein Stlick von einer Tonleiter in eine
andere zu transponieren, missen Sie die Spirale so drehen, dal} der erste Ton lhrer
Tonleiter auf die x-Achse fallt. Das ist alles, was Sie zu tun haben. Die Ubrigen Tone
kommen dann automatisch auf ihren Platz. Wir haben es also wirklich mit einer Art
musikalischer Rechenschieber zu tun!

v A

Abb. 53 Die zwdlf Téne der
gleichschwebend temperierten Tonleiter
entlang einer logarithmischen Spirale
angeordnet, wobei B = H entspricht.
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Zusammenfassend lassen sich die Tonabsténde der Tone der einzelnen Stimmungen nach
E.Schrdder grafisch so darstellen:

[ [ F ‘ { [ ]
| Pythagoreische Tonleiter ‘ ' |
[i — N | I N
Diatonische Tonleiter | |
S IS NN N S SN N N
- ] - [ |
¢ s | | |
Temperierte Tonleiter ! | | ‘
I _ J | - 1 1
, \ | B ‘
Chromatische Tonleiter ‘ \ {
[l | | -
0 7 Y2 15 2 n

Abb. 36. Graphische Darstellung der Frequenzen von py'thago-
reischer, diatonischer, temperierter und chromatischer Tonleiter

Wir erkennen hieraus, dass die Téne der temperierten Tonleiter in etwa zwischen denen der
diatonischen und pythagoreischen Tonleitern gelegen sind und nur so Aquidistanz zwischen
den Tonen erreicht werden kann wie es bei der chromatischen Tonleiter zum Ausdruck
kommt. Das Schwingungsverhaltnis fur einen Halbton betragt in der reinen/diatonischen
Stimmung 16/15 = 1,066 im Vergleich zu 1,059 bei der temperierten Stimmung. Diese
Unterschiede liegen fir gelibte Ohren im Horbarkeitsbereich.

Wie kann man die Aquidistanz der temperierten Téne auch zahlenmaRig ausdriicken ?
Nehmen wir uns als Beispiel 3 hintereinandergespielte Tone, die sich wie 24:48:96
zueinander verhalten. Es ist schnell zu erkennen, dass es sich hier um drei Tone im Abstand
von Oktaven handelt und sich das Verhaltnis auf 1:2:4 verkleinern Iasst. Zwar erklingen die
Toéne in unseren Ohren mit den gleichen Abstanden je einer Oktave, diesem Umstand wird
aber mathematisch durch die Proportion 1:2 :4 nicht entsprochen. Die gleichen Abstande
mathematisch darzustellen, erreicht man nur durch das Einfiihren von Potenzen fiir ein und
dieselbe Grundzahl. In unserem Beispiel bietet sich als Grundzahl die 2 an, so dass die
Oktaven im Verhaltnis 2°: 2" : 2% stehen, also die Potenzen (Hochzahlen) die gleichen
Abstande aufweisen. E. Bindel sagt dazu auf S. 87:

" Das Horerlebnis der Skala findet also seinen ihm angemessenen Ausdruck in der
Aufeinanderfolge der Hochzahlen unter Zugrundelegung einer und derselben Basis. "

Das Rechnen mit Exponenten (Potenzen, Hochzahlen) erméglicht die Logarithmenrechnung.

Der Logarithmus ist die Zahl x (Exponent, Hochzahl), mit der man eine andere Zahl
b (Basis) potenzieren muss, um einen bestimmten Zahlenwert N (Numerus) zu
erhalten.

b*=N oder x=log,N

"In b hoch x gleich N ist x gleich dem Logarithmus von N zur Basis b."
Mit Hilfe des Logarithmus lasst sich also ein unbekannter Exponent x ermitteln.
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4. Rolle des Logarithmus

4.1. Dyadischer Logarithmus und Cent

Die Oktave stellt das wichtigste Tonintervall mit einem Schwingungsverhaltnis von 2:1 in
unserem Tonsystem dar ! Daher bietet sich fir eine logarithmische Betrachtung die Basis b
= 2 sehr gut fur die Berechnung der Hochzahlen der temperierten/chromatischen Tonleiter
an. Den Logarithmus zur Basis 2 nennt man dyadischen Logarithmus, log » N.

Als .
ebrochene Mit
Ton Schwingungs- gHochzahI dezimaler | Dyadischer
verhaltnisse (Potenz) Hochzahl |Logarithmus
.. (Potenz)
ausgedruckt
C 1 2 012 2 0 0
Cis — des 1,0595 2" 2 008 0,083
D 1,1225 2 2[12 2 0,167 0,167
Dis — es 1,1892 29 2 020 0,250
E 1,2599 292 2 0%% 0,333
F 1,3348 2512 2 0417 0,417
Fis — ges 1,4142 212 2 0500 0,500
G 1,4983 2 M2 2 0,583 0,583
Gis — as 1,5874 2512 2 0,687 0,667
A 1,6818 2 9712 2 0,750 0,750
Ais - b 1,7818 21012 2 083 0,833
H 1,8877 2 11712 2 0,917 0,917
CI 2 2 1212 2 1 1

So ist der dyadische Logarithmus von 1,1225 = 0,167, in Formel ausgedruickt:
logs 1,1225 = 0,167. Die Berechnung ergibt:
logs 1,1225 = log1o 1,1225 x 1/ log1p 2 = logo 1,1225 : log+ 2
logz 1,1225 = logo 1,1225 x 3,322 = log1o 1,1225 : 0,30103
logz 1,1225 = 0,0501863 x 3,322
log, 1,1225 = 0,167
Der zahlenmaRige Ausdruck eines Halbtones der temperierten chromatischen Tonleiter

betragt 0,083 = 1/12; derjenige eines Ganztones mit 0,167 = 2/12 das Doppelte. Diese Werte
entsprechen den Hochzahlen von der Basis 2 der Tone cis/des bzw. d.
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Von einer ersten Publikation der Ton-Werte als dyadische Logarithmen berichtete J.Murray
Barbour 1940: demnach hat bereits 1670 Juan Caramuel de Lobkowitz in seinem Werk
"Mathesis Nova" eine "scala musica" verotffentlicht. Interessanterweise hat Caramuel sich
bei der Berechnung der Logarithmen an der Methode von John Napier orientiert. Caramuel
rechnete allerdings "nur" mit einer logarithmischen Einheit von 1/69, da er ausgehend von
der Fequenz von 1024 69mal jeweils 1 100stel von 1024 abziehen konnte, um zum halben
Wert, dem Frequenzwert 512, zu gelangen: (.99)%° "= 0.5 . Auf diese Zusammenhiange werde
ich in einer nachsten Arbeit genauer eingehen. Auch Leonhard Euler hat spater (1739) bei
seinen musiktheoretischen Arbeiten mit den dyadischen Logarithmen gearbeitet. Euler war
es auch, der die (Prim-)Zahlen 1, 2, 3, 5, 7 als "Saulen der Harmonie" bezeichnete.

Um nicht mit den gebrochenen Zahlen des dyadischen Logarithmus die gleichen
Tonabstidnde der temperierten Tonleiter ausdriicken zu missen, hat man zur
Vereinfachung eine Oktave in 1200 Cent aufgeteilt. Es ist leicht zu erkennen, dass dabei
jeder Abstand der Halbténe 100 Cent betragt. Die Tonabstande zum Grundton ergeben sich
rechnerisch durch die Multiplikation des dyadischen Logarithmus mit 1200.

Schwing- l-}ls _Dya- Dyadischer
Ton Intervall ungs- d;zmale discher |Logarithmus
verhéltnisse otenz Loga- mal 1200
ausgedruckt | rithmus (Cent)
C Prim 1 2° 0 0
Cis —des | Halbton 1,0595 2 0083 0,083 99,6
D Sekunde 1,1225 2 0167 0,167 200,05
Dis — es KI. Terz 1,1892 2 020 0,250 300
E Gr. Terz 1,2599 2 0% 0,333 399,97
F Quart 1,3348 2 0417 0,417 500,4
Fis — ges | "Tritonus" 1,4142 2 000 0,500 600
G Quinte 1,4983 2 0°8 0,583 699,6
Gis—as | KI. Sexte 1,5874 2 0867 0,667 800,4
A Gr. Sexte 1,6818 2 0730 0,750 900
Ais—b | KI. Septime 1,7818 2 0833 0,833 999,6
H Septime 1,8877 2 0917 0,917 1100,4
c' Oktave 2 27 1 1200

Fur die Berechnung der Cent -Werte kann man selbstverstandlich ebenfalls den natirlichen
Logarithmus heranziehen:

1200 x In (Schwingungsverhaltnis) : In 2 = gesuchter Cent-Wert
z.B. firr das Intervall Sekunde oder den Ganztonabstand :

1200 x1In 1,1225:1n2=1200 x 0,11555:0,6931 = 1200 x 0.1667 = 200,05
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Entsprechende Cent - Berechnungen lassen sich selbstverstandlich fir alle in diesem
Aufsatz beschriebenen Tonleitern (pythagoreisch und diatonisch/rein) durchfiihren. Dabei
sind die Unterschiede zwischen den Ténen der verschiedenen Stimmungen deutlicher zu
erkennen wie die (gerundeten) Daten in der folgenden Tabelle andeuten. Besondere
Abweichungen sind bei der Terz, der Sext und der Septime zu erkennen. Diese Tonintervalle
waren es auch, die auf Grund neuer Erkenntnisse in die Bildung der neuen Tonleitern

eingebracht wurden.

Schwin- Schwin-
gungs- Dya- Cent gungs- Dya- Cent Cent
T verhélt- | discher | (pytha- verhélt- | discher (dia-
on - - . (tempe-
nisse Loga- gore- nisse Loga- | tonisch/ riert)
pythago- | rithmus | isch) diato- rithmus rein)
reisch nisch
C 1 0 0 1 0 0 0
D 1,1250 0,1699 204 1,1250 0,1699 204 200
E 1,2656 0,3398 408 1,2500 0,322 386 400
F 1,3333 0,415 498 1,3333 0,415 498 500
G 1,5000 0,585 702 1,5000 0,585 702 700
A 1,6875 0,7549 906 1,6667 0,737 884 900
H 1,8984 0,9248 | 1110 1,8750 0,907 1088 1100
c 2 1 1200 2 1 1200 1200

Aus den Cent-Werten der reinen und der temperierten Quinte gelangt man in erster
Naherung zum Cent-Wert des pythagoreischen Kommas (Quintkomma). 12 Quinten
entsprechen 7 Oktaven, d.h. fir die temperierte Stimmung gilt, 12 x 700 = 7 x 1200 = 8400.
Fir die reine Stimmung ergibt sich der Wert 12 x 702 = 8424. Der Unterschied von 24 Cents
entspricht dem pythagoreischen Komma (genau: 23,46 Cent), also einem Unterschied von V4
Halbton, der fir ein geschultes musikalisches Ohr horbar ist.

Der Vollstandigkeit soll hier kurz auf das Terzkomma eingegangen werden. Es drlckt den
Unterschied zwischen gro3em und kleinem Ganzton aus:

9/8 : 10/9 = 9/8 x 9/10 = 81/80 = 1,01250.

Der zugehdrige dyadische Logarithmus betragt 0,0179. In Cent ausgedrtickt liegt der Wert
des Terzkommas bei: 0,0179 x 1200 = 21,5 Cent.
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Welche Bedeutung haben eigentlich all die anderen Teilungsverhaltnisse ?

Martin Vogel hat dazu einen interessanten Aspekt hereingebracht ! Auf Seite 110 seiner
"Tonbeziehungen" stellt er die Teilungsverhaltnisse aus Werten benachbarter Zahlen
zusammen. So ergeben die innerhalb einer Oktave liegenden Teilungsverhaltnisse
miteinander multipliziert immer den Wert der Oktave (1/2), bzw ist die absolute Summe der
zugehdrigen dyadischen Logarithmen gleich 1 und die Summe der Cent - Werte betragt
1200.

Oktavzahl Tellt{ngs_- Dyad!scher Cent Intervall Summe
verhaltnis | Logarithmus
0. Oktave 1:2 1 1200 | Oktave 1=1200
1. Oktave 2:3 0,5849 702 | Quinte
3:4 0,4150 498 | Quarte 1=1200
2. Oktave 4:5 0,3219 386 | GrolRe Terz
5:6 0,2630 316 | Kleine Terz
6:7 0,2224 267 | Septimale Kleinterz
7:8 0,1926 231 | UbergroRer Ganzton 1=1200
3. Oktave 8:9 0,1699 204 | grofRer Ganzton
9:10 0,1520 182 | Kleiner Ganzton
10:11 0,1375 165
11:12 0,1255 151
12:13 0,1155 139
13:14 0,1069 128
14.15 0,0995 119 | GroRer septimaler Halbton
15:16 0,0931 112 | Diatonischer Halbton 1=1200
4. Oktave 16:17 0,0875 105
17:18 0,0825 99
18:19 0,0780 94
19:20 0,0740 89
20:21 0,0704 84 | Kleiner septimaler Halbton
21:22 0,0671 81
22:23 0,0641 77
23:24 0,0614 74 | ** nach Vogel 73
24:25 0,0589 71 | Chromatischer Halbton*
25:26 0,0566 68
26:27 0,0544 65
27:28 0,0525 63 | Septimaler Drittelton
28:29 0,0506 61
29:30 0,0489 59
30:31 0,0473 57 | *™* nach Vogel 56
31:32 0,0458 55 1=1200**

* Der chromatische Halbton ergibt sich als Differenz aus groRRer und kleiner Terz, d.h. 4/5 :
5/6 = 4/5 x 6/5 = 24/25.

** Eigentlich ergabe die Addition nach Rundung der Werte 1202. Bei 1200 sind alle
Rundungen genau berucksichtigt.

In der Summenspalte ist die Summe der dyadischen Logarithmen bzw. der Cent der
einzelnen zu den Oktaven gehorigen Werte dargestellt. Z.B. die 4. Oktave umfasst
insgesamt 16 Werte (2 *). Das der 4. Oktave zugehérige Teilungsverhaltnis von 1:2 erhélt
man durch die Multiplikation der 16 Teilungsverhaltnisse miteinander, also 16:17 x 17:18 x
18:19 x....x 31:32. Es ist leicht zu erkennen, dass sich durch das Wegkurzen der

kreuzstandigen Ziffern 16:(474x4#148x148:19-x—-x31) 32 am Ende 16/32 Ubrigbleiben, die
dem Wert von %2, dem Teilungsverhaltnis der Oktave, entsprechen.
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Die folgenden Ausfiihrungen sind E. Bindel — "Logarithmen fir Jedermann" enthommen:

" Wie anders werden wir nun einem solchen Gebiete wie der Logarithmenrechnung
gegeniiberstehen, wenn wir wissen, dall wir beim hérenden Auffassen von Tonleitern oder auch
von Akkorden, die mehr als zwei Téne umfassen, etwas tun, was der Herstellung einer
Logarithmentafel vergleichbar ist ! Wie anders schauen wir nun auch die Tastatur etwa eines
Klavieres an, auf der ja die verschiedenen Oktavtasten in rdumlich gleichen Abstédnden
voneinanderliegen und auf der die Zwischenténe einer einzelnen Oktave so angeordnet sind, wie
es den entwickelten Abstandszahlen einer temperierten Skala entspricht | Wo es sich um einen
Ganztonschritt handelt, schaltet sich zwischen zwei weile Tasten eine schwarze als
Veranlasserin des dazwischenliegenden Halbtones ein; wo ein Halbtonschritt vorliegt, folgen zwei
weille Tasten direkt aufeinander. Eine solche Tastatur ist im Grunde nichts anderes als ein ins
Musikalische verwandelter logarithmischer Rechenstab. Denken wir uns zu den einzelnen Tasten
die Schwingungszahlen der zu ihnen gehérigen Saiten hinzu, so haben wir einen wirklichen
logarithmischen Rechenstab vor uns. Bei letzterem lesen wir Zahlen ab, bei der Tastatur héren
wir durch Anschlagen der Tasten die entsprechenden Téne ab."

Dazu erganzend die folgende Grafik der Oktavobertone aus H. Cousto — "Die Oktave", S.26
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Die Graphik zeigt die Beziehung der Oktavobertone zu deren Fre-
quenzwerten. Die waagerechte Achse zeigt den Bereich von 8 Ok-
taven an, entsprechend der Klaviertastatur. Der Abstand von Ok-
tavton zu Oktavton ist stets konstant. Die senkrechte Achse zeigt
die entsprechenden Frequenzwerte. Die Relation ist eine Expo-
nentialfunktion.

Die Notenlinien kdnnen auch als logarithmische Skala gesehen werden, bei der der vertikale
Abstand (das Intervall) proportional zum Logarithmus der Frequenz ist (log 128 — log 64 =
2.10721 - 1.80618 = 0.3010; N = 2 = 2:1 = das Frequenzverhaltnis eines Oktavintervalles).
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Weiter mit Ernst Bindel adaptiert an die Daten der obigen Abbildung (an Stelle der
Schwingungszahl 435 wird im folgenden mit 64 gearbeitet): " Was im vorigen als der
zZusammenhang zwischen dem Tonleitererlebnis und dem Logarithmus vor uns stand, sei
mathematisch noch etwas weiter ausgefiihrt. Wir legen wieder unser urspriingliches Beispiel,
wonach vor unserem Ohre aufeinanderfolgende Oktaven erklingen, deren Schwingungszahlen die
Zahlen 64, 128, 256,.... sein mdgen, zugrunde. Dann haben wir horend das Erlebnis gleicher
Tonschritte; wir durchschreiten gleichsam die Zahlenfolge 0, 1, 2, ...... Welches ist der
rechnerische Zusammenhang zwischen beiden Zahlengruppen? Diese Frage wird leicht durch eine
Untereinanderstellung der beiden Zahlengruppen beantwortbar:

Schwingungszahlen 64 128 256 512 1024 ..., allgemein y

Skalenzahlen o 1 2 3 4 ..., allgemein x

Wir erkennen folgende Zusammenhdange:

64 = 64x1 = 64xZ
128 = 64x2 = 64x2
256 = 64x4 = 64xZ
512 = 64x8 = 64x2
1024 = 64x16 = 64x2
allgemein y = 64x2%

Diese leicht einsehbare Beziehung wollen wir so umformen, dal nicht y, sondern x, die
Skalenzahl, fertig ausgerechnet vor uns steht:

2% =y /64, woraus ja hervorgeht:
x =dyad.log y/ 64

Nun mdgen wir unter 64 Schwingungen pro Sekunde eine groBe Schwingung pro Sekunde
verstehen. Dann werden 128 Schwingungen pro Sekunde zwei grofle Schwingungen pro Sekunde
sein, usw., und y gewdhnlichen Schwingungen pro Sekunde werden y/64 grofe Schwingungen
pro Sekunde entsprechen. Dieser Bruch mdge durch den Buchstaben Y abgekiirzt ausgedriickt
werden, so dal3 also jetzt Y die neue Schwingungszahl in Gestalt der Anzahl groBer
Schwingungen pro Sekunde bedeutet. Dann hdngt die Skalenzahl x mit der zu ihr gehdrigen
Schwingungszahl Y durch die Beziehung zusammen: x = dyad. log Y . Aber auch die
Skalenzahl x wollen wir durch eine andere Skalenzahl X ersetzen. Auf diese kommen wir, wenn
wir als Letztes noch den Ubergang zu den natiirfichen Logarithmen vollziehen. Da mégen wir uns
ins Geddchtnis zurtickrufen, daB fir jede Zahl Y gilt:
dyvad.log Y/ nat. log Y = dyad.log 2 /nat.log 2 = 1 /0,6931 woraus folgt:
dyad. log. Y = nat. log Y/ 0,6931

Dann wird aus unserer Gleichung x = dyad. log Y:
x =nat, log Y/ 0,6931 oder:
0,6931.. .x = nat. log Y

Das linke Produkt aus den Zahlen 0,6931. . und x soll unsere neue Skalenzahl X sein. Dann
besteht zwischen der Schwingungszahl Y und der Skalenzahl X die Beziehung:
X =nat. log Y
oder, was damit gleichbedeutend ist:
Yy=e*
In Worten ausgedriickt, sagt diese Beziehung.:

Wenn man ( "fir"; Erg. KK) die Schwingungszahlen der Téne eine Skala passend mil3t und fiir
die Schrittzahlen der Skala ebenfalls eine passende Messung wéhlt, so erweisen sich diese
Schrittzahlen als die natirlichen Logarithmen der Schwingungszahlen.”
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4.2. Weber-Fechner'sches Gesetz oder das Quantifizieren
von Wahrnehmungen

" Was hier fir die Wahrnehmung der Tonhdéhe als gliltig nachgewiesen ist, gilt wunderbarerweise
auch fir alle mdglichen anderen  Wahmehmungen,  fir  Lichtwahrnehmungen,
Druckwahrnehmungen, Temperaturwahrnehmungen u. a. Diese wichtige Entdeckung wurde von
dem Physiologen und Anatomen Ernst Heinrich Weber (1795 — 1878), dem Bruder des groBen
Physikers Wilhelm Weber, im Jahre 1834 gemacht. Es blieb dann dem Physiker Gustav Theodor
Fechner (1801 — 1887) vorbehalten, den weittragenden Wert dieser Weber'schen Entdeckung zu
erkennen und sie in seinem Ende 1859 herausgegebenen Werke ,,Elemente der Psychophysik” (2.
Auflage im Jahre 1889 von Wilhelm Wundt und 3. Auflage im Jahre 1907 herausgegeben)
auszubauen und mathematisch zu untermauern. Seitdem ist dieses Gesetz in den Bestand der
psychologischen Wissenschaft unter dem Namen des Weber-Fechner’schen Gesetzes
eingegangen. Fechner nennt obige Formel die MalBformel und sagt in einer Terminologie:

,,In Worte lbersetzt, lautet die Malsformel:

Die GréBe der Empfindung steht im Verhaltnis nicht zu der absoluten GrofBe des Reizes, sondern
zu dem Logarithmus der GrofBe des Reizes, wenn dieser auf seinen Schwellenwert, d. i. diejenige
GroBe als Einheit bezogen wird, bei welcher die Empfindung entsteht oder verschwindet, oder
kurz, sie ist proportional dem Logarithmus des fundamentalen Reizwertes. "

Was Fechner hier als , die GroBe der Empfindung" bezeichnet, war in unserem Beispiel die
Schrittzahl x der Skalenwahrnehmung. Als ,,GroBe des Reizes" figurierte bei uns die
Schwingungszahl y. Unter dem ,,Schwellenwert” wdére die Zahl 64 zu verstehen, weil bei dieser
Anzahl von Schwingungen das Skalenerlebnis entsteht oder verschwindet. Indem wir den
sogenannten Reizwert y auf den sogenannten Schwellenwert 64 beziehen, gelangen wir zu dem
,fundamentalen Reizwert" Y = y / 64. Es ist hier nicht der Ort, auf den Sinn der andersartigen
Bezeichnungen Fechner's einzugehen. Es mul3 uns geniigen, die Ubereinstimmung des Weber-
Fechner'schen Gesetzes mit dem zwischen Schwingungszahlen und Skalenzahlen waltenden
Gesetze eingesehen zu haben.

Durch die Untersuchungen dieses letzten Paragraphen werden alle bisherigen Ausfihrungen —
dieses Buches - auf einen Gipfelpunkt gefiihrt. Stufe um Stufe entratselte sich uns das Wesen
Logarithmus, bis wir zuletzt erkannten, wie er in der Welt der Empfindungen des Menschen
waltet, wenn die AuBenwelt, an ihn heranbrandend, ihre Wirkungen in die Golfe der Sinne
hineinschickt. Ein Vermittler zwischen Innenwelt und Auenwelt ist er. Wenn der Mensch das,
was er in seinem Geiste ersinnt, der AuBenwelt zufiihrt, um es praktisch werden zu lassen, hat er
keinen treueren Gehilfen als den Logarithmus. Aber nicht minder ist er der Bote, wenn dieselbe
AuBenwelt sich in Gestalt von Empfindungen im Innern des Menschen spiegelt. Von hier aus
gesehen, kann uns auch sein Name, der die beiden Begriffe logos und arithmos zueinanderfiihrt,
in einem neuen Glanze erscheinen...... "

Bindel hatte das Beispiel wohl deshalb mit einer Frequenz von 435 Hz gerechnet, weil zur
Zeit seiner ersten Buchausgabe im Jahre 1938 das a' mit 435 Hz als der Kammerton galt, an
dem sich ein ganzes Orchester orientierte. Erst ein Jahr spater einigte man sich in London
auf den Kammerton a' mit 440 Hz, der in den meisten Orchestern von der Oboe angestimmt
wird. Insofern liesse sich dieses Beispiel auch mit einer Frequenz von 440 Hz bzw. mit einer
Schwingungszahl/einem Schwellenwert von 440 berechnen (x = dyad.log y / 440).
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Andere Autoren haben das Weber-Fechner'sche Gesetz in anderer Weise formuliert. Diese
Formulierungen sind hier einmal zusammengestellt, um das Verstehen des Gesetzes zu
erleichtern:

1.

Eberhard Schroder, S. 76: "Stellt eine Folge gleichartiger, zahlenmaRig erfallbarer
aulerer physikalischer Reize eine geometrische Folge dar ("Schwingungszahlen”),
so setzt die menschliche Psyche diese Folge von Reizen in eine arithmetische Folge
("Skalenzahlen") um."

G.F. Lipps, 1. Auflage, S.52: "Bei Glltigkeit des Weber'schen Gesetzes sind die
Differenzen der Ordnungszahlen (“Skalenzahlen”) je zweier Empfindungen direkt
proportional den Differenzen der Logarithmen von den Masszahlen der zugehdrigen
Reize ("Schwingungszahlen”). Oder kirzer gesagt: Gleichen
Differenzen von Ordnungszahlen ("Skalenzahlen”) der Empfindungen entsprechen
gleiche Quotienten von den Massenzahlen der zugehdrigen Reize
("Schwingungszahlen”).

Wahlt man insbesondere den Reiz r,, als Masseinheit und verschiebt man die
Ordnungszahlen ("Skalenzahlen”) der Empfindungen, was stets gestattet ist, so dass
an Stelle von m der Wert Null tritt, so erhalt man das entwickelte Zuordnungsgesetz
in seiner einfachsten Form: nxlogy=logr,, d.h. die Ordnungszahl der
Empfindungen y ("Skalenzahlen") wachst proportional dem Logarithmus von der
Masszahl der zugehérigen Reize (Schwingungszahlen”)." 3.Auflage, S. 89: "Die
geistige Energie wachst proportional dem Logarithmus der zugehdrigen kérperlichen
lebendigen Kraft."

Otto Kienzle, S. 9-10: "Die Empfindungsstarke wachst mit dem Logarithmus der
Reizstarke; mit anderen Worten: Wenn die Empfindungsstarken sich um gleich viel,
d.h. im Sinne einer arithmetischen ("Skalenzahlen”) Reihe andern sollen, so missen
die Reize ("Schwingungszahlen") nach einer geometrischen Reihe gandert werden -
womit wir bei der schon von Michael Stifel gewahlten Gegenuliberstellung von
arithmetischer und geometrischer Reihe waren.

Zur Psychophysik schreibt Lipps in der 1. Aufl. S 161: " Dje Beobachtung und Untersuchung
von Einzelheiten aus dem Gebiete der Psychophysik ist im Grunde genommen so alt wie die auf
das Erkennen der Aussenwelt und des eigenen Selbst gerichtete wissenschaftliche Forschung.
Denn stets macht sich die Thatsache geltend, dass die Dinge nicht so sind, wie sie erlebt werden,
und es regt sich dann auch das Verlangen nach einer Kldrung des Zusammenhangs zwischen
objektivem Sein und subjektivem Schein.

So war schon Pythagoras der Losung eines psycho-physischen Problems auf der Spur, als er —
wie die Sage berichtet — beim Voriibergehen an einer Schmiede in den Kldngen der Hammer die
Quarte, Quinte und Oktave erkannte und hineinging, um die Hémmer zu wiegen, da er in ihren
Gewichtsverhéltnissen den Grund fir die gehdrten Tonintervalle vermutete.

Die Idee von der Wissenschaft der Psychophysik wurde aber erst in unseren Tagen gefasst.”
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4.3. Tonlogarithmen

Musiker arbeiten mit Ténen und deren Intervallen. In ihren Tonvorstellungen gehen sie mit
Additionen um, bendtigen also Vereinfachungen fir das Multiplizieren von
Schwingungsverhaltnissen. Dazu hat die Einflihrung der Tonlogarithmen beigetragen.
Bereits bevor Alexander John Ellis 1884 die Centrechnung auf der 1200er Basis eingeflhrt
hatte, gab es Ansatze zur Rechnungsvereinfachung durch v. Oettingen, der die sog.
Millioktave, eine Aufteilung der Oktave in 1000 Teile, nutzte.

Die Cent-Rechnung beinhaltet logarithmische Berechnungen. lhr Vorteil liegt darin, dass
man die Intervalle und deren Werte einfach addieren kann, um zu den neuen Ténen zu
kommen: eine reine kleine Terz plus eine reine groRe Terz ergibt eine reine Quinte. Eine
chromatische kleine Terz hat einen Cent-Wert von 300, eine chromatische grof3e Terz wird
durch 400 Cent charakterisiert, so dass sich additiv fur die chromatische Quinte (bestehend
aus 7 Halbténen) 700 Cent ergeben. Eine chromatische Quinte plus eine chromatische
Quarte (500) ergibt eine Oktave mit 1200 Cent.

Schwingungsverhiltnis Log > (S) x
Intervall (S) Log > (S) 1200 = Cent
Kleine Terz 6/5=1,2 0,263034 315,6
GrolRe Terz 5/4 =1,25 0,312928 386,3
Rechenoperation Multiplikation Addition Addition
Quinte 1,2x1,25=15 0,584962 701,9

Aus den oben dargestellten Zusammenhangen und den Cent-Tabellen der pythagoreischen,
diatonischen und temperierten Tonskalen wird ersichtlich, dass bei den Tonintervallen der
Genauigkeit halber immer auch der Charakter der Tonskala angegeben werden muss, auf
den man sich bezieht. Eine diatonische oder reine Quinte unterscheidet sich z.B. von einer
chromatischen oder temperierten Quinte um 2 Cent. Gravierender sind die Unterschiede bei
einer grof3en Terz.

Wie bereits erwahnt, lassen sich die Berechnungen auch mit dem naturlichen Logarithmus
durchfiihren, da dieser zum dyadischen Logarithmus in folgender Beziehung steht:

logN=InN:In2=InS:In2(=log1wN:logi2)
Fir die reine Quinte ergibt sich ebenfalls:
log21,5=In1,5:1n2=0,405465108 : 0,693147180 = 0,584962

Der Wert fiir die um eine Oktave héhere Quinte, die Duodezime, betragt:

log23=In3:1n2=1,098612288 : 0,693147180 = 1,584962

Wahrend also die Ziffern rechts vom Komma gleich bleiben, deutet die 1 vor dem Komma
auf den um eine Oktave erhdhten Wert hin. Beide Werte in Cent umgerechnet, fuhrt zu
701,9544 fir die Quinte und fur die Doudezime zu 1901,9544. Die Differenz der Oktave
(1200 Cent) ist deutlich herauszulesen wie auch die aus 19 Halbtonschritten bestehende
Duodezime (temperierte Duodezime = 1900 Cent).

Die Differenz der Centwerte der reinen Quinte zur chromatischen Quinte von 1,9544 mit 12
(Quinten) mal genommen, fuhrt zum Cent-Wert des pythagoreischen Kommas von 23,46.
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4.4. Die Abstande der Stege bei einer Gitarre

Eine Gitarre besteht aus einem (Resonanz)-Kérper und dem Grifforett. Uber das Griffbrett
laufen die 6 Saiten mit der Moéglichkeit zum freien Schwingen zwischen einem Steg am
oberen Ende des Griffbretts und einem Haltebund iber dem Kérper. Uber das Griffbrett
hinweg sind mehrere Stege verteilt, die dem Spieler das Treffen der richtigen Téne
erleichtern. Betrachtet man diese Stege genauer, so ist festzustellen, dass sich der Abstand
zwischen diesen Stegen nach unten, also zum Ende der Saite hin, verjungt.

Auf Grund der bisherigen Ausfiihrungen Iasst sich ahnen, woran das liegt.

Bei den Ton-Abstanden, die zwischen zwei Stegen liegen, handelt es sich um Halbténe !
Auf einem Griffbrett einer Gitarre ist die chromatische Tonleiter durch entsprechende Stege
markiert. So erreichen wir den achten Ton (12. Halbton) einer Tonleiter, also den Oktavton,
genau in der Mitte der Saite. An diese Stelle sind auf manchen Gitarren zwei Punkte auf dem
Griffbrett eingelassen. Nachmessen des Abstandes vom Auflagesteg ergibt, dass sich genau
hier die Saite teilt - bei 66 cm Saitenlange einer Gitarrensaite der Oktavsteg also im Astand
von 33 cm vom Auflagesteg liegt. Andere Punktemarkierungen auf dem Griffbrett deuten auf
die Intervalle grofl3e Terz, Quarte, Quinte und groRe Sexte hin.

Max Cousto hat sich in seinem Buch "Die Kosmische Oktave" mit den Berechnungen und
den musiktheoretischen Betrachtungen dazu ndher auseinandergesetzt. Den Wert 1,059463
kennen wir bereits, er entspricht dem Halbtonabstand der temperierten Tonleiter von 2 "2 .
Diese Absténde bilden eine geometrische Reihe mit 12 Gliedern zwischen 1 und 2. Nur
durch eine geometrische Reihe war das fir die Schwingungsverhaltnisse guiltige Prinzip zum
Aneinanderreihen von Ténen — durch Subtraktion von Intervallen bzw. durch die Division der
Schwingungsverhaltnisse zu erlangen. In der Tabelle sind die Abstande zwischen den
benachbarten Bundstegen berechnet.

Griffbrett cm Intervall Berechnung

Bund 0,000 Prime

1. Steg 3,600 Halbton 3,600 : 1,059463 |=| 3,398
2. Steg 3,398 Ganzton 3,398 :1,059463 |=| 3,207
3. Steg 3,207 Kl. Terz 3,207 : 1,059463 |=| 2,857
4. Steg 2,857 Gr. Terz 2,857 :1,059463 |=| 2,697
5. Steg 2,697 Quarte 2,697 : 1,059463 | =| 2,545
6. Steg 2,545 Tritonus 2,545 :1,059463 |=| 2,403
7. Steg 2,403 Quinte 2,403 : 1,059463 |=| 2,268
8. Steg 2,268 Kl. Sexte 2,268 : 1,059463 |=| 2,140
9. Steg 2,140 Gr. Sexte 2,140 :1,059463 | =| 2,020
10. Steg 2,020 Kl. Septime 2,020 :1,059463 |=| 1,907
11. Steg 1,907 Gr. Septime 1,907 : 1,059463 |=| 1,800
12. Steg 1,800 Oktave 1,800 : 1,059463 |=| 1,699
13. Steg 1,699 KI. None

Die Abstande der Biindstege addieren sich zu 32,54 cm, so dass die Gesamtsaitenlange bei
dem doppelten Wert von 65,08 cm liegt. Konzertgitarren haben eine Saitenlange von 65 cm.
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Die Darstellung des Vergleiches zwischen dem Griffbrett und einem Rechenschieber ist Max
Cousto — Die Oktave - sehr gut gelungen und stellt die logarithmischen Beziehungen
besonders deutlich dar.

Steg « Prime = 11 Saite b - Y

12, Bund «= Oktave /2 Saite

—_—
.
-,

Abb. 3 Abb. 4
Gitarre fabr : Rechenschicber
Auf dem Gitarrenhals sind Stege angebrachr, um die einzelnen Die Zahlenskala auf dem Reck hieber entspricht einer loga
T'éne zu greifen. Der Abstand von einem Steg zum nichsten wird rithmischen Funktion. Durch ieren von Strecken wird mit
vom Halsende an stets Kleiner. Diese Verjiingung ist eine logarith- dem Rechenschieber multipliziert. Die Art der Verjiingung ent-
mische Funktion, spricht genau derjenigen der Stege auf dem Girarrenhals.

el

Bezogen auf die Skala des Rechenschiebers liegt die kleine Terz (6/5) bei dem Wert 1,2, die
grol3e Terz (5/4) bei 1,25, die Quinte (3/2) bei 1,5 und die Sexte (5/3) bei 1,666.

Gegenuber einer akustischen Gitarre bietet die Elektrogitarre durch die Formung des
Gitarrenkdrpers auch Griff-Zugang zu den héherenTdénen jenseits der Oktave. Dies ist bei
der akustischen Gitarre eher schwierig.

Bei anderen Saiteninstrumenten, auch den Streichinstrumenten, sind die Téne auf dem
Griffbrett nattirlich ebenso in Form einer geometrischen Reihe abzugreifen, allerdings sind
die Abstande nicht so schén wie bei einer Gitarre sichtbar gemacht.
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4.5. Klangliches zu den Tonstufungen

Berechnungen zu den Tonlagen bei einem TETRACHORD, einem
mit 4 A-Saiten gestimmten Violoncello, das in dieser Form geeignet
ist, die Unterschiede zwischen den einzelnen Stimmungen hérbar
darzustellen.

Die Saitenldnge der Cello-Saiten bei einem 1/1 Cello betréagt 70 cm.
Die Oktave liegt also bei 72 =35 cm.......................... USW..........

Ist in Bearbeitung.....

Griffbrett cm Intervall Berechnung

Bund 0,000 Prime

1. Steg 3,600 Halbton 3,600 : 1,059463|=| 3,398
2. Steg 3,398 Ganzton 3,398 :1,059463|=| 3,207
3. Steg 3,207 Kl. Terz 3,207 : 1,059463|=| 2,857
4. Steg 2,857 Gr. Terz 2,857 :1,059463|=| 2,697
5. Steg 2,697 Quarte 2,697 :1,059463|=| 2,545
6. Steg 2,545 2,545 : 1,059463 | =| 2,403
7. Steg 2,403 Quinte 2,403 :1,059463|=| 2,268
8. Steg 2,268 KI. Sexte 2,268 :1,059463|=| 2,140
9. Steg 2,140 Gr. Sexte 2,140 :1,059463|=| 2,020
10. Steg 2,020 KI. Septime 2,020 : 1,059463|=| 1,907
11. Steg 1,907 Gr. Septime 1,907 : 1,059463|=| 1,800
12. Steg 1,800 Oktave 1,800 : 1,059463 | =| 1,699
13. Steg 1,699 KlI. None

Was bringt die pitch a palette software ??
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4.6. Tone und Normzahlen

In seinem Buch "Angewandte Normzahl" hat Siegfried Berg das letzte Kapitel "Das
temperierte System fur Tastatur, Notenschrift, Ton- und Intervallnamen" Uberschrieben. In
einer Tabelle dieses Kapitels stellt er die verhaltnismaRigen Schwingungszahlen der reinen
und der temperierten Stimmung zusammen.

Tafel 1. Verhdlinismaifige Schwingungszahlen der reinen und der temperierten Stimmung*)
Bisherige c cis d dis e f fis g gis a ais h c!
Tonnamen His des es fes eis ges as be ces his
C-dur| 1 ~ |25 | — |125 |1,33..] — |15 — |Lo6..| — |1875 |2
G-, — | 1,408, 1,687,
D-..| — |1.054, 1,265, -
A- — 1,582, 1,898,
E- ., — | 11864 1,423,
- H- ., 1,067, — |19,
#|$=28 Fis- — 1318, 1,601,
F]335 Cis- . 1,201, — L9717,
31388 ——
bl - %;.; C-dur] 1 — 125 | — (125 {1.33..] — |15 — | 1.66.. 1,875 | 2
S|E2s F-. L11 o 177..| —
ml*a% B- 1,185.] — 1,48,
Es- ,, 1,680, -- 1,975,
As- ,, 1,053, — 1,316, )
Des- ,, 1,404, - 1,755
Ges- ,, — 1,170 1,872,] —
Ces- ., 1,248, | — 1,560,
- verhiiltnismiiBige .
:Ex Schwingungszahl} 1,000, | 1,059, | 1,122, | 1,180, | 1,259, | 1,334, | 1,414, ] 1,408, | 1,687, 1,681, | 1,781, | 1,887, | 2,000,
B §3 Genau- Y .
n € werte 1,000, | 1,059,4 1,122, | 1,188, | 1,258, | 1,333 | 1,412, 1,496, | 1,584, | 1,678, | 1,778, | 1,883, | 1,995,
al 8 e
gl ES Haupt- .
& L2 werte 1.00. | 1,06 L2 | L18-| 1256 | 1,32 | 140:{ 1,60 | 1,60 | 1,70-] 1,80 | 1,80 | 2,00

!) Die nicht eingetragenen Schwingungszahlen sind so hoch wie die nichste dariberstehende derselben Spalte.

[qezwioy sjpusseluy :diag

Interessanterweise stellt Berg die Schwingungsverhaltnisse in einen Zusammenhang mit den
Normzahlen der Reihe R 40. Und wie in den letzten beiden Zeilen der Tabelle zu erkennen,
stimmen die Werte erstaunlich gut Uberein, d.h, die Stufenspriinge der beiden Reihen sind

ahnlich oder gar gleich.

Diese Ubereinstimmung, besonders der Genauwerte, riihrt daher, dass man hier nicht ganz
genau hinsehen (rechnen) darf, sondern sich mit den Naherungen, die in den Normzahlen

stecken, begnigen muss. Und das liegt daran, dass 10 in etwa gleich ist
ergibt sich:

10 ~= 1024 " =3y 1024 = 3210 =2 108

2 9% Abgeleitet

Diesen Ausdruck fiir 10 in die Berechnungsformel fur die dezimal-geometrische Reihe R 40

eingesetzt, folgt fir den Stufensprung:

40,10 = 40y 2108 = 10840 _ 910120 = 9 M2 _12\/ 9 _ 4 0594 ~= 1,06

Dieser Wert ist uns als Halbtonschritt aus der temperierten Stimmung bestens bekannt.
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Eine Gegenlberstellung der Frequenzwerte auf logarithmischer Basis hat Siegfried Berg
ebenfalls dargestellt. In der folgenden Abbildung (Bild 1) ist sie zu sehen:

3 :
% Reine Slimmung S
3 5| § 8 § 3 T ¥ E
s N o -~ a o -
3| S 9| 3% 3| %Y TR OB
3| | 3 Al &l o F ~| 2 3: "
s |3 % 3 E-j ?.J | S| %] 5| 2 Ei §
l b R |
(S N 1 N N A N O O O O 0
o1t {2 3 le 15 6 17 & 19 [0 v |2
T
¢ cs d dis e f s g gs a ais A ¢
as be ces his

his des e fos eis  ges
(ma) (sa) (me) (ss) (mi) (si) (me) (so) (mu] (s¢) (my) (sy) (ma)
Temperierte Stimmung

Bild 1. Schwingungszahlen, logarithmisch
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4.7. Rechenschieber in der Musik

Dem eingangs erwahnten Rechenschieber fur Orgelpfeifen ist ein Modell von Wolfgang
Adelung, der Orgelpfeifenmensuren-Rechenstab, vorausgegangen, "...auf dem sich schnell
alle wesentlichen Male (absolute Mensuren) und klangbestimmenden Maliverhaltnisse
(relative Proportionsmensuren) von Labialpfeifen ablesen lassen: theoretische
Pfeifenlangen, Weitenmensuren, Umfange, Durchmesser, Labiumbreiten und
Aufschnitthéhen, aber auch die Tiefen von rechteckigen Holzpfeifen. Der Rechenstab enthalt
in logarithmischem Maf3stab verschiedene Skalen, denen die Mal3e der Tépferschen
"Normalmensur" — sozusagen als MaRstab — zugrunde gelegt sind. Auf einem
verschieblichen Laufer sind die verschiedenen MaRverhaltnisse aufgezeichnet, die — je nach
Stellung des Laufers — mit einem Blick die entsprechenden Male zeigen. Eine kurze
Gebrauchsanweisung befindet sich auf der Riickseite des Rechenstabs...". An dieser Stelle
soll nicht auf die besonderen Begriffe eingegangen werden. Nur so viel: die Lange einer
Saite ist vergleichbar mit der Lange einer Pfeife.

C-O-EF-G-A-HC-D-EF - G-A-MCy D-EF-G- A H{-d-l!‘g-o-nd-i-nl-q-a-hc'-d-ll g-o-hc'd -el.-g.a-hed-al-g d-hﬁ-ﬁ-.!-g-l-hé‘
¥ 2 S oh S Xt oo ¥ o s e Bl
th.Lange v o W s ow om0 waey g 0 08 ol nlaso bl ol T

30 ot il 50 WOSO W M &0 0 o E 0 15 mm
e o P s A Mt e H .1 s S ol e T s L T L L I T
Lgatata, ) alsanelen .1;..; o
sotre, TR MEN -
; [2HT) gegeniber der T ; M- SEIPLETOLSE TR HT :
el LA AL St LAY R o) L L L R B B = 1 & TRk SR SR LA PRI A P R ; 1 l T
Dis2-1) 300 0 % b0 %0 80 50 © 30 0. ® 0 o8 mn L
e ?»I‘-n‘f‘“h solosoatsvas Llalitatalatonetal ‘—HLJ‘? I.' I--II--‘_-....I .“..l_.__.... wealeaaa Ue g o o U 0 3 4 4 | i
Holzpheitertiete [in Skala D) bei einer Labiierung von : T g
30 W « B wo®H W B0 N, D 0 -, F-7 [ e s 7T & 5 L mm 3
Ell.zt“. “F.-,l- O SO T T O A o I I !"|'|r".""' -.I..i{. i loaas W | B T T | 1 I
LB lin Siala Y} ber ener Labiierung von. L R S 5
Axlin Skoko %) 2u LB (in Skala Ul mit Verhaltnis: ¥ e B L e T T Orgelpfedenmensuren -Rechenstal nach AGelng 1 s

Hier die Originalabbildung des eingangs erwahnten Rechenschiebers fur Orgelpfeifen:

Nicht logarithmisch geteilte Rechenschieber sind relativ haufig. Diese entsprechen von ihrer
Funktionalitat mehr der von Datenschiebern, da sie benutzt werden, um z.B. Akkorde oder
Anzahl und Art der Vorzeichen einer Tonart zu bestimmen. Ausserdem werden sie unter
padagogischen Aspekten eingesetzt, um Griffhaltungen z.B. bei der Gitarre zu erlernen. Wie
aus den Tonbezeichnungen der unten abgebildeten Datenschieber zu erkennen ist, handelt
es sich um amerikanische Modelle.
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Wie der Einsatz von Rechenschiebern manchmal durch den Gebrauch von
Logarithmentafeln erganzt wurde, so werden in der Musik zu genauen Berechnungen von
Tonintervallen sog. Cent -Tafeln herangezogen. Auf Seite 22 findet sich ein Auszug aus
solch einer Tafel. Inzwischen gibt es fiir derartige Berechnungen Software-Produkte.

In seinem Buch "Der Rechenstab im Unterricht aller Schularten" hat Albert Rohrberg dem
Thema "Der Rechenstab und die Tonleiter" einige Ausfiihrungen gewidmet, die sich auf die
temperierte Stimmung beziehen. Insofern ist es nicht verwunderlich, dal er fir seine Schiiler
ein Aufgabenbeispiel fir die Tastatur des Klaviers wahlte.

Der Redjenftab und bdie Tonleiter. 71

Bujammenhang zwijchen dem Rechenftab und der Tonleiter .aujzu-
flaven.

S ziehe e3 im Unterricht vor, nicht mit obiger theoretijdher Unter-
fuchung beginnend mich dem Problem zu nahern. Jch beginne mit einer
iberrajchung. Jch jtelle die Aufgabe, eine Strece von 75 mm Linge
mehrfach hintereinander aufzutragen und in je jieben gleiche Teile zu
unterteilen. Diefe Strecte ift die Entfernung von 1 bis 2 auf den unteren
Teilungen ded normalen Recdhenjtabes, aljo log 2. Liegt am ndditen
Tage der Streifen Papier mit diefer Jeichnung vor den Schiilern, jo
jEizziere ich jie an der Tafel und verlange, dburd) einige Stridhe die
Beichnung jo 3u erginzen, ie ed Fig. 31 zeigt (halber Mapijtab).
entjteht die Taftatur des Klaviers, im toefentlichen eine daquidijtante
Auftragung der Tone. Was fitr Fig. 30 galt, gilt demmach aud) hiex.
Qafjen wir den Schieber ausd dbem Stab Herausnehmen und jo auf die

§ g t——c"—gri—e" kl3—g"

11 WHH

ig. 31.

Taftatur legen, dap 1 mit ¢ 5ulurmnema[£t jo jteigt 2 auf ¢/, 3 auf g,

4 auf ¢, 5 auf e”’, 6 auf g”’, 7 auf die Fuge zvijchen 3vei ,wm:n. und
8 auf ¢,

Dr. Klaus Kiihn
Seite 42



5. Zusammenfassung

In diesem Aufsatz sind die Methoden aufgefiihrt, mit denen die wichtigsten fundamentalen
Tonskalen (pythagoreisch, diatonisch/rein und temperiert) erstellt werden. Dazu werden
ausgehend von den Versuchen des Pythagoras und seiner Schiiler mit dem Monochord die
Ergebnisse dieser Versuche sowie Unterschiede und GesetzmaRigkeiten detailliert
besprochen.

Die "Aufstellung der Schwingungszahlen von Tonleitern", so Eberhard Schréder, " halte ich
fur eine der ganz grofRen Leistungen der Menschheitsgeschichte". In seinem wunderbaren
Gedicht "Zur Jahreszahl 2003" wirdigt E. Schrdder diese Leistung in anschaulich poetischer
Weise.

Begriffe wie der "Quintenzirkel" und "pythagoreisches Komma" werden im weiteren Verlauf
in Zusammenhang mit den Tonskalen gebracht und erklart.

Musiker denken nicht in Multiplikationen sondern in Additionen von Tonschritten/Intervallen.
Dieser Eigenschaft ist durch die Verwendung von Logarithmen — besonders den dyadischen
— Rechnung getragen worden. Zur weiteren Vereinfachung ist die Cent — Rechnung in die
musiktheoretischen Betrachtungen eingefiihrt worden. All diese Verfahren sind in diesem
Aufsatz hintergriindig besprochen und es ist versucht worden, die entsprechenden
Zusammenhange in leicht verstandlicher Weise darzulegen.

Der Mensch nimmt Empfindungen in einer bestimmten mathematischen Abhangigkeit auf,
die im Weber-Fechner’schen Gesetz ausgedriickt sind. "Die Empfindungsstarke wachst mit
dem Logarithmus der Reizstarke; mit anderen Worten: Wenn die Empfindungsstarken sich
um gleich viel, d.h. im Sinne einer arithmetischen Reihe ("Skalenzahlen") andern sollen, so
mussen die Reize ("Schwingungszahlen™) nach einer geometrischen Reihe gandert werden -
womit wir bei der schon von Michael Stifel gewahlten Gegenlberstellung von arithmetischer
und geometrischer Reihe (— in "Arithmetica Integra”, 1544, dem Ursprung logarithmischer
Betrachtungen; Anmerkung des Autors -) waren." (nach Otto Kienzle).

Auf die Bedeutung der "Tonlogarithmen" wird ebenfalls ndher eingegangen. Deren
Zusammenhange mit den Abstanden der Griffblinde einer Gitarre und einem
Rechenschieber werden ebenso verdeutlicht wie das Zustandekommen der Griffabstande
auf einem Sauteninstrument (als einem Monochord-Ersatz). Der Zusammenhang der
Tonlogarithmen mit den Stufenspriingen der Normzahlen erfolgt in einem eigenen Kapitel.

Abgeschlossen wird der Aufsatz mit einer kurzen Beschreibung von Rechenschiebern, die in
der Musik eingesetzt werden.

Das ausflhrliche Literaturverzeichnis ist das Ergebnis intensiver Recherchen und kann auch
als Ausgangspunkt fir weitergehende Betrachtungen dienen.
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Zusammenhange herauszustellen, die bei dem einen oder anderen der zitierten Autoren auf
Grund unterschiedlicher Betrachtungsweisen bzw. Fachrichtungen nicht so ganz deutlich
geworden sind.

Mir ist klar, dass diese Ausflihrungen nur mit groRer Konzentration zu verfolgen sind.
Dennoch hoffe ich, meine Zielsetzung erreicht zu haben und freue mich Uber jede
Anmerkung zu diesem Aufsatz sowie Uber Informationen zu Rechenschiebern, die spezifisch
fur Anwendungen in der Musik entwickelt wurden.

Mein ganz besonderer Dank gilt Herrn Dr. Eberhard Schrdder, der sich die Mihe machte,
diese Arbeit kritisch durchzuschauen. Als ganz besondere Ehre betrachte ich, dass er mir
erlaubte, sein wunderbares Gedicht "Zur Jahreszahl 2003" samt Anmerkungen in dieser
Arbeit zu veréffentlichen.

Dr. Klaus Kuehn
Schlagfeldstrasse 9
D-82239 Alling-Biburg
Germany
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